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摘 要

组合优化问题是计算机科学、运筹学、应用数学等学科共同研究的基础性

问题。本文研究的排列型组合优化问题是匹配、排序、路径规划等常见组合优化

问题的集合。近年来，随着机器学习（尤其是深度学习）技术的发展，考虑到组

合优化问题的重要科学和应用价值，利用机器学习方法求解组合优化问题已经

成为了一个前沿的研究方向。面向排列型组合优化问题，本文研究并完善了两种

主流的方法论：1）纯机器学习求解方法，2）机器学习与经典算法融合的求解方
法。本文设计并实现了完善的开源框架以供科学研究和工程应用。本文的研究成

果集中在如下几个方面：

首先，本文对纯机器学习求解方法的神经网络设计进行了理论分析，设计了

三种方法并分别用于求解图匹配问题、二次指派问题和具有基数约束的组合优

化问题。这类纯机器学习求解方法的特点是神经网络的输出符合对应问题的特定

排列。纯机器学习求解方法首先将数学形式的问题输入转化成等价的图结构，随

后利用图神经网络等模型抽取其特征，最后采用可微分的约束层（例如 Sinkhorn
层）对神经网络求解器的输出施加约束。作者对图神经网络、可微分约束层的设

计开展了理论和实验研究，针对排列型组合优化问题设计了专用网络，实验结果

证明了神经网络求解器广泛、灵活的应用场景，特别在数学优化求解的效率和效

果上超越了传统优化算法。作者发现，基于数据驱动的神经网络求解方法减轻了

对复杂数学知识的依赖，使求解方法的设计、调优更为灵活；由于神经网络本身

非常适合采用 GPU加速，与纯 CPU的传统求解算法相比，神经网络求解器可以
充分利用 GPU的强大算力、效率更高；与不可微分的传统求解方法相比，天然
可微的神经网络模块可以进一步支持端到端的联合预测、优化，实现在噪声环境

和不确定条件下的优化求解。

其次，本文研究了融合传统算法与神经网络的机器学习框架。此类融合方法

同时具有神经网络的高效性和传统算法的强先验知识，可充分发掘其协同效应。

作者认为，与纯机器学习求解方法相比，融合传统算法的机器学习框架具有更精

细、更可靠、更易学的特点。其中，更精细体现在神经网络设计需要考虑更多的

算法细节，需要对具体问题、算法有深入的理解和认知；更可靠来源于引入了传

统算法作为性能兜底，即使神经网络性能下降依然可以正常工作；更易学体现在

神经网络的专才专用，只需学习简化后的子任务。作者共设计了三种融合学习框

架，分别利用了不同问题的不同特性。其中，第一种融合范式采用机器学习指导

传统算法，并用于求解图编辑距离问题。融合方法显著降低了图编辑距离求解的

计算开销，同时精度损失几乎可以忽略不计。第二种融合范式采用传统算法指导

机器学习，构造了图匹配神经网络的无监督训练框架。无监督模型在小规模数据

集上与监督学习性能相当，在大规模数据集上可以为监督训练提供初始化。第三

种融合范式中，通过对等地融合传统算法与机器学习，实现了通用的双层优化机
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器学习融合框架，融合框架的效果超越了单独的强化学习或启发式求解器。

最后，本文设计并实现了面向排列型组合优化问题（特别是图匹配和二次指

派问题）的开源框架与系统。相关技术的开源旨在促进该领域的研究，并简化相关

算法的工程部署和下游应用。特别地，本文开发了通用图匹配算法库 pygmtools，
通过一套统一的编程接口，支持线性匹配、二图匹配、多图匹配、神经网络图匹

配等算法的跨平台、跨设备部署。本文还设计了一套面向图匹配与二次指派问

题的深度学习系统 ThinkMatch，该系统涵盖了国内外相关领域最新的研究进展，
提供了 8个最先进的神经网络模型在 5个基准数据集上的训练、测试功能，具有
配置灵活、功能完善的特点。本文为国内自主研发的深度学习框架“计图”开发

了图匹配求解功能，支持传统算法求解和深度学习求解，并开源了典型应用场景

的具体实现。

综上所述，本文对排列型组合优化的机器学习求解方法进行了深入的研究。

针对不同问题，本文设计了三种纯机器学习求解器，通过理论和实验证明了其优

越性；本文提出了三种机器学习与传统算法的融合方式，分别侧重于把握不同

问题的不同层面；开源项目总结、凝练了上述技术。大量理论分析和实验结果表

明，本文提出的一系列方法深入发掘了组合优化机器学习求解的本质，显著提升

了机器学习在排列型组合优化问题上的求解能力。

关键词：组合优化，排列型问题，深度学习，图神经网络，优化求解器，图匹配，
二次指派问题，图编辑距离，基数约束，汉密尔顿回路，图神经网络
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ABSTRACT

Combinatorial optimization (CO) is the fundamental problem at the intersection
of computer science, operations research, and applied math. The permutation-based
combinatorial optimization studied in this thesis is the superset of real-world problems
including matching, ranking, routing, etc. Seeing the recent ground-breaking achieve-
ments of machine learning (especially deep learning), and being aware of the values of
CO in its scientific and engineering applications, applying machine learning to tackle
CO has become a trending research topic. Within the scope of permutation-based CO,
this thesis focuses on and extends two mainstream methodologies: 1) pure machine
learning solvers, and 2) machine learning fused with traditional solvers. Besides, the
author designs and implements open-source repositories for scientific research and other
downstream applications. The contributions of this thesis are summarized as follows.

Firstly, this thesis studies the theoretical insights for designing neural networks, and
tailors three pure machine learning solvers for three permutation-based CO problems in-
cluding graph matching, quadratic assignment, and cardinality-constrained combinato-
rial optimization problems. The output of the neural network meets certain permutation
constraints. These pure machine learning solvers accept problem inputs in math form,
then transform them into equivalent graph structures. Features are further extracted by
graph neural networks, followed by a differentiable layer (e.g. a Sinkhorn layer) to en-
force the constraints. Experiment results show the wide applicability and flexibility of
neural network solvers, surpassing traditional solvers in terms of efficiency and/or effi-
cacy in pure optimization tasks. This thesis concludes the following advantages of pure
machine learning solvers over traditional solvers: 1) The data-driven manner of ma-
chine learning mitigates the requirement of in-depth math knowledge, allowing easier
and more flexible solver design; 2) Compared to traditional solvers which are mostly
CPU-based, neural networks are more friendly to GPUs, leading to higher efficiency
by exploiting the power of GPUs; 3) Compared to traditional solvers which are usually
non-differentiable, the natural differentiability of neural networks allows joint end-to-
end learning of predictor networks and solver networks, enabling important applications
such as optimization with noises and decision-making under uncertainty.

Secondly, this thesis studies the paradigms to fuse machine learning with tradi-
tional solvers, taking the best of the two worlds offered by neural networks’ high effi-
ciency and traditional solvers’ strong prior knowledge. There are three unique properties
of fused solvers compared to pure machine learning solvers: 1) The fused solvers are
more specialized, meaning that more domain knowledge is required when designing a
fusion paradigm of neural networks and traditional solvers; 2) The fused solvers are
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more reliable because the traditional algorithm can ensure the worst-case performance
thus being robust to issues such as network degeneration; 3) The neural networks are
easier to learn in those fused solvers because the neural networks can focus on learn-
ing simplified subproblems. Technically, this thesis designs three fusion paradigms, by
exploiting different natures of different problems. The first paradigm guides the tradi-
tional A* solver by machine learning to solve the graph edit distance problem, and the
experiment shows a significant reduction in the computational cost, with a negligible
loss in accuracy. The second paradigm develops an unsupervised deep graph matching
learning pipeline by guiding the neural network with traditional graph matching solvers.
The experiment shows that the unsupervised model is comparative to supervised state-
of-the-arts on smaller-scaled datasets, and the unsupervised model could serve as an
initialization and improve supervised finetuning on larger-scaled datasets. Thirdly, a
bi-level fusion framework is developed for general permutation-based CO problems.
Experiment results show the effectiveness and the fused solvers are superior to stand-
alone reinforcement learning or heuristic solvers.

Finally, this thesis presents open-source frameworks and systems for permutation-
based CO (especially graph matching and quadratic assignment). The open-source
projects are meant to further facilitate future research, and simplify the deployment and
application of those novel solvers. Specifically, a general graph matching library named
pygmtools is developed, equipping a universal API with the support of linear matching,
two-graph matching, multi-graph matching, and neural graph matching. pygmtools also
supports the deployment of the aforementioned solvers across different platforms and
devices. Additionally, a deep learning system tailored for scientific research on graph
matching and quadratic assignment named ThinkMatch is developed. It covers the state-
of-the-art research progress and offers 8 novel neural networks with training/testing
protocols on 5 benchmark datasets. ThinkMatch has a flexible configuration system
and full-featured utilities. Besides, graph matching functionalities are developed for
the deep learning framework named Jittor whereby both traditional solvers and neural
network solvers are supported, and examples are released featuring typical applications.

In summary, this thesis studies machine learning methods for solving permutation-
based combinatorial optimization problems. Tailored for different problems, three pure
learning solvers are developed, and their superiorities are proved both theoretically and
empirically. This thesis also develops three paradigms fusing learning and traditional
solvers, with focuses on different aspects varying among problems. The open-source
projects summarize and distill the aforementioned methodologies. A large amount of
theoretical and empirical study shows that the methods proposed in this thesis reflect
the inherent nature of learning for CO, significantly improving the solution quality of
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learnable CO methods.

Key words: combinatorial optimization, permutation-based problem, deep learning,
graph neural networks, optimization solvers, graphmatching, quadratic assignment prob-
lem, graph edit distance, cardinality constraint, Hamiltonian cycle problem, graph neu-
ral networks
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主要符号与英文缩略词对照表

主要符号对照：除非另行说明，以字母 x为例，普通小写字母 x代表标量，黑体小

写字母 x代表矢量，黑体大写字母 X代表矩阵。X⊤代表矩阵 X的转置，diag(x)
代表将向量 x放置于对角的矩阵，vec(X)代表将矩阵 X进行按列向量化的操作。
tr(X)代表矩阵的迹。本文中，R代表实数域，1n×m,0n×m ∈ Rn×m 分别代表元素

是全 1、全 0的 n×m矩阵。1n 是 1n×1 的简写形式，是一个列向量。花体字母

G = {V,E}代表由点集合 V、边集合 E构成的图 G。X⊗Y代表矩阵的克罗内克
积（Kronecker product），X⊙Y代表矩阵的哈达玛积（Hadamard product）。∥X∥y

代表矩阵的 y-范数，其中 ∥X∥F = tr(X⊤X)代表 Frobenious范数。同样的定义对
向量也成立。[ x y ]表示拼接（concat）两个向量，[ X Y ]表示按特征维度拼

接两个矩阵或张量。xi、x[i]、Xi, j 和 X[i, j]均代表对向量（或矩阵）取元素，元

素下标从 1开始。
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主要数学符号：

X 排列矩阵
x或 vec(X) 按列向量化的排列矩阵
n1 排列矩阵的行数目
n2 排列矩阵的列数目
ω 排列型组合优化的问题参数
J(X,ω) 排列型组合优化的目标函数
S 双随机矩阵
A 图的邻接矩阵
M 线性指派问题的（一阶）相似度矩阵
K 图匹配问题和二次指派问题的（二阶）相似度矩阵
H 超图匹配问题的（高阶）相似度张量
G1 = (V1,E1) 图 1和它的节点集合、边集合
GA = (VA,EA) 伴随图和它的顶点集合、边集合
R 实数集
R≥0 非负实数集
U(a,b) 实数 a,b之间的均匀分布
N(a,b) 均值为 a、方差为 b的正态分布
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主要英文缩略词和中文对照：

AI Artificial Intelligence 人工智能
ML Machine Learning 机器学习
NP Non-deterministic Polynomial 非确定性多项式复杂度
CO Combinatorial Optimization 组合优化
LAP Linear Assignment Problem 线性指派问题
GM Graph Matching 图匹配问题
MGM Multi-Graph Matching 多图匹配问题
MGM3 Multi-Graph Matching with a Mixture of Modes 混合模态多图匹配问题
QAP Quadratic Assignment Problem 二次指派问题
FLP Facility Location Problem 设施选址问题
MCP Mac Coverage Problem 最大覆盖问题
GED Graph Edit Distance 图编辑距离问题
TSP Traveling Salesman Problem 旅行商问题
HCP Hamiltonian Cycle Problem 汉密尔顿回路问题
OT Optimal Transport 最优传输问题
CNN Convolution Neural Network 卷积神经网络
GNN Graph Neural Network 图神经网络
GCN Graph Convolutional Network 图卷积神经网络
LSTM Long-Short Term Memory 长短时记忆力网络
CV Constraint Violation 约束违反量
A* A-star Algorithm A星搜索算法
GA Graduated Assignment 渐近指派算法
SIFT Scale-Invariant Feature Transform 尺度不变特征变换
RL Reinforcement Learning 强化学习
MDP Markov Decision Process 马尔可夫决策过程
DQN Deep Q-Network 深度 Q值网络
PPO Proximal Policy Optimization 近端策略优化
POMO Policy Optimization with Multiple Optima 多最优解的策略优化
API Application Programming Interface 程序编程接口
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第一章 绪论

排列（permutation）作为一个重要的离散数学概念，许多实际问题可以被刻画为
n个候选对象的排列。基于给定的目标函数求解最优排列具有丰富的理论和应用

价值。特别地，在以排列型问题为代表的组合优化问题中，近年来机器学习、尤

其是深度学习方法在国内外研究中不断涌现，机器学习已经被证明能够提升传

统非学习求解方法的性能，相关技术已应用于计算机视觉、数据挖掘、运筹优化

等领域。本文聚焦于排列型组合优化问题的机器学习求解方法，研究内容围绕纯

机器学习求解方法、融合传统算法的学习求解方法、开源求解框架设计展开。

1.1 研究背景和意义

组合优化问题（combinatorial optimization problems，CO）是计算机科学、运
筹学、应用数学等学科共同研究的基础性问题。根据目标解空间是否完全连续，

优化问题可分为连续优化和组合优化。解空间的离散性为组合优化的求解带来

了技术上的挑战——多数组合优化问题具有 NP难的特性，难以在短时间内精确
求解；但是，由于离散是真实世界的基本属性，研究组合优化求解具有极强的科

学价值和现实意义——通过在离散的解空间优化一个目标函数，组合优化实现

了对真实世界目标函数（例如成本、收益、资源消耗）的最优化。一方面，组合优

化的 NP难特性使得传统算法遇到瓶颈，在单一数据集的过度调参很可能导致其
他场景的性能下降；另一方面，广泛存在的真实场景数据以及由数据驱动的机器

学习技术带来了另一种可能性：利用机器学习的自适应能力，弥补传统算法的不

足。采用神经网络求解排列型优化问题可以追溯到 20世纪 80年代采用 Hopfield
网络求解旅行商问题的工作[1]。可惜的是，受限于当时的计算资源，相关研究随

着 AI的第二次低谷一起沉寂。近年来随着算力和神经网络结构的发展，国内外
学者陆续注意到了采用机器学习求解组合优化的研究价值。图灵奖得主、“深度

学习三巨头”之一的 Yoshua Bengio教授曾为此撰文第一作者的综述文章[2]，中

国科学院大学的郭田德、韩丛英教授在同时期提出了该概念[3]并撰写专著《组合

优化问题的机器学习求解方法》[4]，机器学习、计算理论、数学等相关领域的顶

级会议和组织均认识到了该问题的重要性（详见表1-1）。

表 1-1 近期国际上组织的组合优化、机器学习的相关研讨会。

组织者 所属领域 研讨会主题 时间

国际机器学习大会（ICML） 机器学习 感知、推断与图神经网络 2020
计算理论国际年会（STOC） 计算理论 带预测的经典算法 2020
纯数学与应用数学协会（IPAM） 数学 深度学习与组合优化 2021
神经信息处理系统大会（NeurIPS） 机器学习 深度学习与整数规划 2021
国际先进人工智能协会（AAAI） 人工智能 人工智能与决策优化 2022

1

https://logicalreasoninggnn.github.io/
https://www.mit.edu/~vakilian/stoc-workshop.html
http://www.ipam.ucla.edu/programs/workshops/deep-learning-and-combinatorial-optimization/
https://www.ecole.ai/2021/ml4co-competition/
https://research.ibm.com/haifa/Workshops/AAAI-22-AI4DO/
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特别地，本文关注的是排列型组合优化问题（permutation-based combinatorial
optimization problems），对该问题的研究最早可以追溯到 19世纪中叶数学家雅
可比用德语写成的著作[5]。但是，受限于时代背景和语言差异[6]，对排列型组合

优化的系统性研究直到 20世纪 40年代才正式开始。伯克霍夫[7]、冯·诺依曼[8]、

丹齐格[9]等现代计算机理论和应用数学的先驱均对线性目标函数下的最优排列

开展过研究。作为排列型组合优化中最基础的形式，当目标函数为线性时，该问

题又被称为线性指派问题（linear assignment problem，LAP）。线性指派问题最
终在 1955年被解决，Harold Kuhn[10]总结了另外两位匈牙利数学家的工作[11-12]，

将线性指派算法命名为匈牙利算法。James Munkres[13]发现了匈牙利算法的多项
式时间复杂度，目前我们已知该算法的时间复杂度是 O(n3)。对于排列型组合优

化问题中更一般、更复杂的形式，通常不存在已知的多项式时间复杂度的精确算

法：例如，图匹配和二次指派问题被证明是 NP难[14]、汉密尔顿回路问题被证明

是 NP完全[15]。计算复杂性的理论瓶颈为传统算法的研究带来了挑战，而近年来

涌现的机器学习方法为这个历久弥新的研究领域注入了新的活力。

在排列型组合优化问题的求解上，与传统算法相比，机器学习方法具有独特

的技术特点和性能优势。本文将其归纳为“可训练、可并行、可微分、可融合”

的四大优势。可训练反映了机器学习的数据驱动特点，无需过多的人工干预即可

让求解模块适配数据集分布。作为对比，传统求解算法的设计、调参通常需要大

量的专家知识。可并行是机器学习、尤其是深度学习方法的天然优势，它们能够

充分利用现代 GPU的强大算力。作为对比，传统求解算法通常是专为串行设计
的，且通常只能运行在 CPU上。例如，在求解二次指派问题时，机器学习方法
成功地学习到了如何将组合优化问题映射到一个较优解（本文3.3节）。同时，与
运行在 CPU上的传统算法相比，运行在 GPU上的机器学习方法展现了更出色的
计算效率。可微分的优势体现在优化求解与上游的预测、感知步骤高度耦合的场

景中。当预测、感知模块采用机器学习时，同为机器学习的可微分求解方法自然

比一般不可微的传统算法更具有优势。例如，对于计算机视觉中的图匹配问题，

基于卷积神经网络和机器学习求解器的方法（本文3.2节）相比卷积神经网络和
传统求解器的组合[16]具有更高的匹配精度；对于金融资产的价格预测和（带约

束的）投资决策，本文3.4节中基于长短时记忆网络和机器学习求解器的预测、决
策一体化方法展现出了更高的决策质量。此外，传统求解算法和深度学习模型实

际上可以互相提供指导，构造可融合的求解新范式，弥补单独传统算法或单独神

经网络的性能缺陷。

由于机器学习在求解排列型组合优化问题上的诸多优越性，相关技术已经

被广泛应用于计算机视觉、模式识别、数据挖掘、运筹优化等场景。典型的排列

型组合优化问题如图1-1所示。视觉任务是深度学习和排列型组合优化的重要场
景，Sarlin等[17]利用图神经网络和注意力机制构造了一个匹配求解网络，将该网

络用于图像的稠密关键点匹配以及三维重建任务；He等[18]观察到了多目标跟踪

2
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图 1-1 排列型组合优化问题的代表性例子。
Figure 1-1 Representative examples of permutation-based combinatorial optimiza-
tion problems.

任务与匹配求解的等价性，通过在神经网络中嵌入一个可微分的匹配求解模块

实现端到端学习；Song等[19]将排列型组合优化用于视频超分辨率任务，通过机

器学习方法处理特征对齐问题；Li等[20]将跨域目标检测任务视为排列型优化问

题下的图匹配和超图匹配问题，利用神经网络方法求解。对于视觉之外其他模

态的模式识别、数据挖掘问题，排列型组合优化的求解也是重要技术之一：Xu
等[21]在自然语言处理中通过机器学习求解排列型组合优化，将语义相近的语句

对齐；Peng等[22]利用机器学习处理了模式识别中经典的图编辑距离问题，在一

般的图结构上得到了应用；Chen等[23]将机器学习辅助的 A*搜索和求解技术用
于化学分子的逆合成分析。此外，更精确、更高效的排列型组合优化求解技术

还可以反哺机器学习领域。联邦学习是一种强调用户隐私的深度学习技术，Liu
等[24]将联邦学习中的模型融合问题看作排列型组合优化的求解，基于匹配的模

型融合方法可以显著提升联邦学习模型的收敛速度和测试精度。最后，对于各

种真实场景下的运筹优化问题，基于机器学习的排列型组合优化求解方法已经

有了广泛应用。Vinyals等[25]在经典的旅行商问题中，提出了一个输入城市序列、

输出目标排列的指针网络对优化问题进行求解。在计算机网络调度领域，基于现

有的机器学习排列型组合优化求解方法，Zhang 等[26]提出了一种在边缘计算场

景下的细粒度服务迁移算法。

综上所述，研究排列型组合优化的机器学习算法一方面具有广泛的应用前

景，可以推动关联学科的发展；另一方面与数十年的理论积累紧密关联，而机器

学习的引入为这个领域提供了新的视角，有望突破传统算法目前的性能瓶颈。正

因如此，排列型组合优化的机器学习求解方法才得到了国内外研究者的广泛关

注，并在近年逐渐成为机器学习领域的一个研究热点。

1.2 排列型组合优化问题描述

诸多实际问题的求解可以看作寻找前 n个自然数的最优排列。例如，我们希

望最优化 n台机器完成 n个任务的总成本，每台机器只能处理一项任务，且每台

机器完成每项任务都对应一个成本。如图1-2所示，对于 n = 3，排列 (2,3,1)即

3
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图 1-2 一个具体的排列型组合优化任务。
Figure 1-2 An example of a permutation-based combinatorial optimization task.

是一个可行解，其中机器 1被指派到任务 b、机器 2被指派到任务 c、机器 3被
指派到任务 a。本文对排列型组合优化问题定义如下，

min
X

J(X|ω), (1.1a)

s.t. X ∈ {0,1}n1×n2 , (1.1b)
n2

∑
j=1

Xi, j = ai, ∀i ∈ {1,2, · · · ,n1}, (1.1c)

n1

∑
i=1

Xi, j = b j, ∀ j ∈ {1,2, · · · ,n2}. (1.1d)

其中，0/1矩阵 X为排列型组合优化问题的决策变量，例如 Xi, j = 1代表指派第

i台机器完成第 j个任务；ω 代表问题参数，例如对于所有 i, j，ωi, j 代表让机器

i完成任务 j的成本；J(X|ω)为最小化的目标函数，例如完成所有任务的总成本

J(X|ω) = ∑i, j ωi, jXi, j（若为最大化问题，将目标函数取反即可）。公式 (1.1c)和公
式 (1.1d)分别代表排列型问题的行约束和列约束，ai,b j 可根据问题需求进行配

置，等号约束可根据需要替换为“≤”。特别地，求解得到的决策变量须满足

n1

∑
i=1

n2

∑
j=1

Xi, j = n1 或
n1

∑
i=1

n2

∑
j=1

Xi, j = n2, (1.2)

以确保符合排列型问题的性质（而非其他的线性约束）。举例说明，公式 (1.1)覆
盖了以下典型的排列型问题：

1）全排列。作为最经典的排列型组合优化问题，全排列意为将前 n个自然

数全部进行排列，例如，将 n台机器指派至 n个任务。(1,2, · · · ,n)是一个全排列。
全排列型组合优化问题的数学形式为

min
X

J(X|ω), (1.3a)

s.t. X ∈ {0,1}n×n, (1.3b)

4
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n

∑
j=1

Xi, j = 1, ∀i ∈ {1,2, · · · ,n}, (1.3c)

n

∑
i=1

Xi, j = 1, ∀ j ∈ {1,2, · · · ,n}. (1.3d)

上述问题形式确保了矩阵 X的行、列元素之间一一对应的关系。
2）部分排列。在一些实际场景中，我们无需排列完整的候选集合。对于前

n1个自然数，只需将其中 n2个进行排列（n2 < n1）。例如，我们有 n1台机器，但

只需完成 n2 个任务。对于 n1 = 5,n2 = 3，(1,2,4)是一个部分排列。部分排列的

组合优化问题的数学形式为

min
X

J(X|ω), (1.4a)

s.t. X ∈ {0,1}n1×n2 , (1.4b)
n2

∑
j=1

Xi, j ≤ 1, ∀i ∈ {1,2, · · · ,n1}, (1.4c)

n1

∑
i=1

Xi, j = 1, ∀ j ∈ {1,2, · · · ,n2}. (1.4d)

上述问题形式确保了矩阵 X的列元素到行元素的单一对应，但允许部分行元素
的空缺。

3）前 k个排列。从 n个候选自然数中选取 k个，也属于排列型组合优化问

题的范畴。例如，从 n位员工中选择 k位共同完成一项任务。前 k个排列的组合

优化问题的数学形式为

min
X

J(X|ω), (1.5a)

s.t. X ∈ {0,1}n×2, (1.5b)
2

∑
j=1

Xi, j = 1, ∀i ∈ {1,2, · · · ,n}, (1.5c)

n1

∑
i=1

Xi,1 = k,
n1

∑
i=1

Xi,2 = n− k. (1.5d)

上述问题形式确保了有且只有 k个元素出现在 X的第一列中。
基于上述定义，排列型组合优化问题的求解可以描述为：已知目标函数 J、

问题参数 ω 和约束条件 C，输出最优的决策变量 X，并符合约束条件 X ∈ C。

本文研究的排列型组合优化问题的机器学习方法构造了一个机器学习模型 f :

(J,ω,C)→X，尽可能最优化目标函数 J(X|ω)。问题参数 ω 可以是确定的，直接
由问题输入定义（此类问题称为纯优化问题，pure optimization problem）；ω 也
可以是不确定的，来自其他机器学习模型的预测（此类问题称为联合预测-优化

5
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问题，joint predict-and-optimize problem，亦有学者称之为不确定条件下的决策问
题，decision-making under uncertainty）。

1.3 主要研究挑战

机器学习方法在处理排列型组合优化问题时，同时存在理论层面和技术层

面的挑战，能否妥善处理这些挑战深刻地影响着最终效果的优劣。具体地，作者

认为，将机器学习用于求解排列型组合优化时，需要解决以下挑战。

1）针对纯机器学习求解方法，如何设计神经网络求解器？作为一类组合优
化问题，排列天然具有离散的性质。但是，神经网络的输入、输出和中间层均具

有连续性。特别地，在训练过程中需要梯度进行反向传播，因此所有神经网络参

数都必须是连续的。如何设计神经网络求解器，在实现网络输出符合约束的同时

保留梯度？一种可行的策略是直接在离散域处理排列，利用强化学习方法估计策

略梯度，在允许离散输出的同时依然可以得到梯度进行训练。不过，根据机器学

习界的普遍共识，强化学习方法在样本效率、训练稳定性等方面存在缺陷。另一

种方法借鉴了经典优化领域的思路，将排列从离散域放松到连续域，进而使用神

经网络输出松弛问题在连续域的解。不过，松弛问题与原问题的近似程度很可能

不受控制，造成机器学习方法在原问题上的求解性能不佳。上述挑战还反映了神

经网络的黑箱特性，需要从理论、实践两方面解决。

2）针对融合传统算法的学习求解方法，如何设计可融合的范式？机器学习
方法在分类、回归等模式识别问题中表现更佳，传统算法擅长针对问题精确求

解。研究者们希望设计可融合的求解范式，同时具有机器学习的高性能和传统算

法的高精度。但是，处理具体问题时，通常需要面对专用的传统优化算法。由于

传统算法种类众多、细节各异，在具体设计融合框架时依然缺乏框架性的指导：

机器学习或传统算法谁应该占据主导地位、如何定位可用神经网络替换的传统

算法模块、如何设计高效的训练方法，都是亟待解决的科学问题。

3）针对所有机器学习方法，如何为 NP难的排列型组合优化设计训练方法？
除了少数属于 P问题的排列型组合优化（例如线性指派问题），多数排列型组合
优化问题属于 NP难问题。基于通常的假设 P ̸=NP，NP难复杂性意味着无法在
多项式时间内精确求解。这一特点一方面造成了传统算法的瓶颈，给机器学习方

法留下了提升空间；另一方面也为机器学习的训练带来了障碍——由于无法通

过传统算法大量地获得最优解标签，简单且稳定的监督学习方法不再适用。因为

得不到大量监督标签，需要特别设计无监督或弱监督的学习框架。此外，排列型

组合优化本身的难度也对模型结构设计和模型容量提出了挑战——如何在有限

的计算资源下合理地设计模型结构、高效地建模问题特征，进而实现基于机器学

习的问题求解。
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独特挑战1：如何设计神经求解器？

独特挑战2：如何设计可融合范式？

3.2节：图嵌入化简问题并可微求解

3.3节：面向通用形式的可学习求解

3.4节：神经求解器的理论瓶颈分析

应用：图匹配求解
ICCV’19, TPAMI’20

纯
机
器
学
习
求
解

第
三
章 应用：通用二次指派求解

TPAMI’22

应用：基数约束优化求解
ICLR’23

4.2节：机器学习指导传统算法

4.3节：传统算法指导机器学习

4.4节：传统算法与机器学习对等

应用：图编辑距离求解
CVPR’21

应用：无监督图匹配学习
NeurIPS’20, TPAMI’23

应用：双层融合通用求解
NeurIPS’21

融
合
传
统
算
法
学
习
求
解

第
四
章

机器学习模型替
代传统算法

传统算法、机器
学习交互式提升

机器学习
求解技术

传统&融合
求解技术

第
五
章
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解
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源

第
六
章
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结
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望

三大优势：可训练、
可并行、可微分

三大特点：更精细、
更可靠、更易学
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▼
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共同挑战3 ：如何设计训练方法？

更
开
放

更
易
用

图 1-3 本文的研究挑战和主要贡献总结。
Figure 1-3 Summary of challenges and main contributions of this thesis.

1.4 本文主要贡献

如图1-3所示，从传统求解器不可训练、不可并行、不可微分的缺陷出发，本
文的研究主要基于纯机器学习求解、融合传统算法学习求解这两种现有的方法

论[2]展开。通过机器学习模型替代传统算法，解决了传统求解器难训练、难并行、

难微分的缺陷，这也是纯机器学习方法突出的优势所在。通过传统算法和机器学

习交互式提升，解决了传统求解器难融合的缺陷，同时神经网络模块带来了可训

练、可并行的特性。与纯机器学习求解方法相比，融合方法具有更精细、更可靠、

更易学的三大特点。通过将上述研究中积累的求解技术进一步整合、二次开发，

形成了本文发布的开源求解框架。

作者认为，机器学习可训练、可微分、可并行的优势在纯机器学习求解算法

中表现得尤为突出。面向主要技术难点——如何为排列型组合优化问题的纯机

器学习求解方法设计神经求解器，同时考虑下游任务的实际挑战，本文在纯机器

学习求解方向有以下贡献：

• 提出了首个面向图匹配求解的神经网络，利用图嵌入化简问题并可微求解。
图匹配问题是模式识别、数据挖掘等领域的基础性问题，其本质是一个 NP
难的排列型组合优化问题。本文首先设计了一种基于图嵌入的机器学习图

匹配算法，其中图嵌入算法由单个图的图内卷积和同时考虑两个图的跨图

卷积组成。通过图嵌入，图的结构信息被嵌入到了节点信息中，原本 NP
难的图匹配问题被化简为可在多项式时间内求解的线性指派。本文采用可
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微分的 Sinkhorn方法求解线性指派，并结合排列损失函数构成了一个端到
端、可微分的神经网络图匹配求解器。这是学术界首个面向图匹配求解的

神经网络方法。实验证明了图嵌入图匹配算法的高精度。

• 提出了首个面向二次指派问题的神经网络，探索面向通用数学形式的可学
习求解。二次指派问题是图匹配在数学形式上的扩展，除了覆盖一般的图
匹配，还覆盖了布局规划、电路设计等运筹优化场景。作者发现，求解二次

指派问题等价于在一个“伴随图”上求解顶点分类。自然地，作者采用图神

经网络学习顶点分类，结合可微的 Sinkhorn算法对神经网络输出添加约束，
构造了首个直接求解二次指派问题的神经网络。实验结果证明了神经网络

求解器广泛、灵活的应用场景：与目前效果最好的预测网络结合，神经网

络求解器在图匹配场景达到了最高的匹配精度；在运筹优化问题中，神经

网络求解器在求解效率、求解效果两个方面超越了传统优化算法。

• 提出了首个面向基数约束优化问题的神经网络，并分析了神经求解器的理
论瓶颈。作为一种常见的排列约束，基数约束的优化问题通常具有 NP难
的复杂性。在神经网络中引入基数约束并非易事，本文基于最优传输理论、

Sinkhorn算法和 Gumbel方法设计了一种可微分、可调控的基数约束网络
层。理论分析表明，本文提出的方法可以任意程度地逼近离散的基数约束；

作为对比，现有方法在最坏情况下无法逼近。在三个应用场景的实验表明，

本文的神经网络求解器性能与商用求解器相当，并且具有处理联合预测-优
化问题的能力。

作者认为，融合传统算法的排列型组合优化学习方法与纯机器学习方法相比具

有三大特点：更精细、更可靠、更易学。更精细体现在算法框架需要对具体问题

针对性设计，对设计者要求更高；更可靠体现在传统算法能够提供性能兜底，避

免神经网络退化；更易学体现在神经网络的专才专用，只需学习某个具体模块。

特别地，面向融合方法的主要技术难点——如何设计融合范式，本文有以下贡

献：

• 机器学习指导传统算法，在经典的 A*树搜索中融合深度学习以实现提速。
图编辑距离是一种常用的图结构度量，计算图编辑距离需要求解排列型组

合优化。从图编辑距离的经典求解算法——A*树搜索算法出发，本文利用
神经网络预测模块替代传统的人工启发式预测。本文提出的神经网络预测

更加精确，同时增加了对搜索树的剪枝频率。实验结果表明，将神经网络

模块融合进 A*树搜索算法可以显著降低图编辑距离求解的计算开销，同
时求解的精度损失几乎可以忽略不计。

• 传统算法指导机器学习，在深度图匹配中融合传统图匹配求解器以实现无
监督预训练。以传统的监督学习方式训练图匹配神经网络需要大量的、昂
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贵的节点级标注，导致图匹配方法的应用范围受限。本文遵循计算机视觉

领域无监督学习的研究脉络，在深度图匹配网络中融合传统图匹配求解器，

提出了一种“差异最小化”的无监督学习框架：在训练过程中，通过将神

经网络分支与传统求解器分支的的输出差异最小化，实现图匹配神经网络

的无监督预训练。实验结果证明了传统算法与神经网络融合可以组成强大

的无监督学习框架。

• 传统算法与机器学习对等融合，将启发式求解器嵌入双层优化的强化学习
框架以提升求解精度。常见的组合优化问题通常存在一系列高效的启发式
求解器，能够在短时间内获得较高质量的解。但是，即使实际情况允许求

解器利用更多的求解时间，启发式求解器通常很难获得更好的解。本文提

出一种融合机器学习的双层优化框架，上层优化采用强化学习模型优化问

题结构，下层优化采用传统的启发式求解器进行高效求解。在图编辑距离、

汉密尔顿回路、计算任务调度等排列型组合优化问题上，该融合框架的效

果超越了单独的强化学习模型或启发式求解器。

在前述研究中，作者积累了大量的求解技术，包括传统求解算法和最新的机器学

习求解方法。注意到目前的排列型组合优化问题缺乏高质量、应用范围广的开源

求解框架，作者将积累的技术整合、扩展后，形成了本文在排列型组合优化求解

开源方面的贡献：

• 开发了面向下游应用的图匹配通用算法库 pygmtools，方便开发者快速、高
效的跨平台部署。针对图匹配问题的算法研究已经持续了二十余年，但是，
国际上仍缺乏一个通用的求解框架。本文作者开发的 pygmtools通过一套
统一的编程接口，支持线性匹配、二图匹配、多图匹配、神经图匹配等成

熟的图匹配算法在不同开源框架和不同计算设备上的开发和部署。

• 开发了面向科研的深度学习排列型组合优化系统 ThinkMatch，方便研究
人员快速试错和模型迭代。为了促进国内外科研社区对排列型组合优化问
题，尤其是图匹配和二次指派问题的研究，本文作者开发的 ThinkMatch系
统涵盖了国际上最新的研究进展，提供了 8 个最先进的神经网络模型、4
种常见实验配置和 6个基准数据集的训练测试接口。ThinkMatch还提供了
研究所需的训练可视化、日志文件、数据集预处理、模型文件存取等功能，

支持灵活的配置文件设置和参数调整，已经成为了国际上开展排列型组合

优化相关研究的基准框架之一。

• 开发了面向国内自主研发的深度学习框架“计图”的图匹配框架，实现与
计图的相互赋能。计图是清华大学图形学实验室开发的深度学习与科学计
算框架，保留了用户友好的编程接口同时支持更高效的动态编译。本文作
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者基于计图算子开发的图匹配框架一方面提升了算法的求解效率，另一方

面也拓展了计图框架的应用场景。

1.5 本文组织结构

本文内容按照以下结构展开：

第一章首先阐述了本文的研究内容、研究重点以及应用背景，包括排列型组

合优化问题的定义、相关方法的应用场景以及在排列型组合优化中引入机器学

习的意义。同时给出了排列型组合优化问题的数学形式，罗列了研究挑战，给出

了本文的主要创新点和贡献点。本文主要从机器学习的视角出发，重点关注求解

排列型组合问题的过程中遇到的机器学习挑战。本章为阐述具体研究内容的后

续章节做了铺垫，使得读者对本文在排列型组合优化和机器学习领域的贡献有

了整体认识。

第二章对排列型组合优化的机器学习求解方法开展了文献综述，从传统算

法到最新的机器学习算法和开源框架，总结了该领域研究现状，回顾了研究进

展。本章旨在使读者了解现有研究中的优势与不足，与后续章节的技术讨论形成

呼应。

第三章面向纯机器学习的排列型组合优化求解方法，首先从图匹配问题出

发，提出了一种基于图嵌入算法的图匹配求解网络，其中图嵌入将原先 NP难的
问题简化为容易求解的线性指派问题。扩展到更一般的二次指派问题，继续提出

将二次指派问题视作等价的图结构，通过图神经网络求解顶点分类实现对二次

指派问题的学习求解。最后讨论了基数约束优化问题，从理论层面证明了在神经

网络中处理基数约束的可行性，并提出了一种可微分、可调控的基数约束网络

层，能够任意程度地逼近离散的基数约束。本章从理论和实验两方面证明了纯机

器学习的求解方法在排列型组合优化问题上可微分、可并行、可训练的优势。

第四章面向融合传统算法的排列型组合优化学习求解方法，首先验证了机

器学习指导传统算法的可行性，深度学习可以在经典的 A*树搜索算法中替代传
统启发式，通过更准确的路径预测和更激进的剪枝策略提升搜索效率。在另一个

角度，传统算法也可以指导神经网络，通过“差异最小化”的框架指导深度图匹

配模型实现无监督预训练。最后，本章提出了机器学习与传统算法的双层优化融

合范式，在实验效果上分别超越了单独的机器学习模型以及单独的传统算法。本

章从实验上证明了将传统算法与机器学习融合的优越性，并且面向具体问题场

景提出了 3种新的融合方式，丰富了方法论，验证了融合方法更精细、更可靠、
更易学的特点。

第五章讨论排列型组合问题的开源框架，分别介绍了面向图匹配应用的算

法库 pygmtools、面向排列型组合优化领域科研人员的 ThinkMatch以及面向国内
自主研发的深度学习框架“计图”的图匹配求解器。通过开源工作，作者一方面
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希望回馈曾经给予作者无私帮助的开源社区，另一方面也希望促进相关领域的

科研和应用。

第六章总结了本文贡献，并讨论了后续研究方向。
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第二章 排列型组合优化求解文献综述

排列型组合优化问题具有深刻的科学价值和现实意义，在过去的数十年内受到

了数学、运筹学、计算机科学等学科的广泛关注。特别是近几年，与机器学习

结合的排列型组合优化求解方法频繁发表于国际机器学习大会 International Con-
ference on Machine Learning (ICML)、神经信息处理大会 Neural Information Pro-
cessing System (NeurIPS)、国际表征学习大会 International Conference on Learning
Representations (ICLR)、模式识别与计算机视觉大会 Computer Vision and Pattern
Recognition (CVPR)等机器学习、人工智能领域的顶级会议，以及 IEEE会刊模
式分析和机器智能 IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence
(TPAMI)等顶级期刊中。本章首先总结了近 10年排列型组合优化的方法论，特
别是机器学习方法在该类问题的进展，随后根据具体问题讨论方法的发展脉络，

最后讨论排列型组合优化的开源求解框架。

2.1 排列型组合优化的方法论

本节分别对机器学习时代之前的传统求解算法、基于纯机器学习的方法、融

合传统算法的学习方法进行讨论。

2.1.1 传统求解算法

对排列型组合优化问题持续数十年的研究已经形成了许多成熟的求解方法，

包括整数规划求解、连续松弛求解、启发式方法、元启发式方法等。传统算法的

一大优势是无需训练，一旦开发完成即可直接用于任意同类型问题的求解。这些

传统算法由研究人员手工设计、调参，凝聚了研究人员对问题结构和数据分布的

深刻理解，通常具有较优秀的求解性能。

整数规划是求解组合优化问题（特别是线性目标函数的组合优化问题）的

通用方法。整数规划方法广泛存在于上世纪 80-90 年代的排列型组合优化研究
中[27-29]。通过对所有变量和约束条件构造一棵分支定界（branch-and-bound）搜
索树，整数规划方法在整个可行域中寻找组合优化问题的最优解。其中，分支策

略决定了搜索方向，定界方法通过在每个节点计算目标函数的下界实现搜索树

的剪枝（假设求解的是最小化问题）。虽然分支定界的基本原理是简单的树搜索，

但是一个高效的求解器内部有非常复杂的实现细节，其求解效率严重依赖于预

求解、分支策略等专家知识。所幸，目前市面上已有多个整数规划求解器可供直

接调用，包括开源的 SCIP[30]和商用求解器 Gurobi[31]。在实际求解时，首先将问
题进行数学建模，随后直接调用现有的求解器即可。整数规划的优点是可以保证

输出问题的最优解，但是由于问题本身的 NP难复杂性，整数规划方法通常耗时
较长。
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由于直接在离散域进行整数规划效率较低，将原问题松弛到连续域成为了

一类颇具竞争力的求解方法。通过将约束条件放松至连续域，更高效的连续优化

方法可以被用于求解。在求解完成后，再将连续解投影回离散域，作为原问题的

一个可行解。特别地，以排列型组合优化中的“全排列”问题（定义请见1.2节）
为例，一种常见的松弛方法是双随机松弛，即将公式 (1.3)中的 0/1约束舍弃，松
弛到如下形式

min
X

J(X|ω), (2.1a)

s.t.
n

∑
j=1

Xi, j = 1, ∀i ∈ {1,2, · · · ,n}, (2.1b)

n

∑
i=1

Xi, j = 1, ∀ j ∈ {1,2, · · · ,n}. (2.1c)

上述松弛形式被广泛应用于求解旅行商问题[32]和图匹配问题[33-34]。其他的松弛

形式，例如谱松弛[35]，也在图匹配等排列型组合优化问题中得到了一定的应用。

启发式算法（heuristics）是针对特定问题特别设计的算法，通常具有快速、
高效的特点。例如，针对旅行商问题，研究者发现了 k-最优（k-Opt）方法可以
快速改进一个现有的回路[36]。基于此发现，Lin、Kernighan、Helsgaun等人开发
了以他们的首字母命名的 LKH算法[37]。LKH算法的开源版本持续更新了 20余
年，在求解旅行商等路径问题时兼具速度和精度。对于图编辑距离问题，研究者

发现可以将边信息通过匹配算法映射到点信息中，进而进行快速匹配和距离计

算[38-39]。对于计算任务的排列，研究者发现了它与俄罗斯方块的联系，并提出

了对应的“Tetris”启发式算法[40]。

元启发式算法（meta-heuristics）具有更强的通用性，通常是通过计算机模拟
某种自然现象，实现对可行解的搜索以及对目标函数的最优化。常见的元启发式

算法有模拟退火[41]、蚁群算法[42]、禁忌搜索[43]、遗传算法[44]等。元启发式算法

通常从某个初始解出发，通过模仿某种自然现象进行搜索，在求解时限前返回搜

索过程中的最优解。元启发式算法具有通用性与高效性，受到了工业界的广泛欢

迎，在多个排列型组合优化问题上均有应用，例如图匹配问题[45-46]、排班排产

问题[47]、旅行商问题[48]等。近期国内对排列型组合优化问题的研究多基于元启

发式，例如广东财经大学、中山大学的周雅兰等[49]研究了求解排列型组合优化

的粒子群优化算法，清华大学的宁秀[50]研究了交互熵算法用于求解排列型组合

优化的性能，武汉科技大学的李章洪等[51]提出了针对不同元启发式的通用解空

间坍缩策略。
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2.1.2 纯机器学习算法

将机器学习引入排列型组合优化的求解时，一种思路是用机器学习模型完

全替代传统算法，利用机器学习模型的表达能力和神经网络在 GPU上的加速实
现速度和精度的双重提升。需要指出的是，神经网络在优化领域的应用远早于最

近一波深度学习浪潮[52]。早在 1985年，Hopfield和 Tank就提出采用 Hopfield神
经网络，将约束纳入能量函数，将网络的训练直接转化成旅行商问题的求解[1]。

但是，这一类先驱工作与如今的机器学习方法存在显著不同——先驱工作将优

化过程看作神经网络的训练，神经网络训练完毕即意味着优化完成；如今的机器

学习方法分为训练和测试步骤，期望模型学得问题求解的共性策略，在测试步骤

直接加载预训练权重即可。

在神经网络设计层面，序列神经网络、图神经网络和注意力机制是纯机器学

习求解方法重要结构。以长短时记忆网络（long-short term memory，LSTM）为代
表的序列神经网络起源于 Vinyals等的指针网络论文[25]，论文中将排列问题的所

有候选元素看作一个序列输入 LSTM编码器，利用 LSTM网络中的长时记忆能
力构造问题的特征向量。随后，使用另一个 LSTM解码器，配合注意力机制[53]输

出一个排列，作为问题的解。但是，这种将无序集合看作有序输入的处理方法缺

乏稳定性，任意打乱输入顺序即可造成输出的变化。后续 Khalil等[54]采用的图

神经网络方法解决了序列模型的稳定性缺陷，图神经网络已经成为了纯机器学

习方法的默认模型结构。最近的研究工作还引入了在自然语言、视觉领域获得广

泛成功的 Transformer结构，Kwon等[55]提出了一种 Transformer模型，通过将矩
阵转化成等价的二分图来处理矩阵形式的输入。

在学习方法层面，早期工作在简单的小规模问题上采用了监督学习[25]，不

过由于最优解时常不可得，近年来人们对于使用强化学习求解组合优化的关注

度呈上升趋势[54,56-58]。强化学习的基本思想是通过智能体不断地与环境交互，让

智能体学到最优的行为方式。其中，智能体对当前环境的观察称为状态。智能体

依据特定的策略，基于当前状态选择一个动作。在智能体执行一个动作后，环境

将转移到另一个状态。同时，环境会以奖励的形式对智能体的动作作出反馈。在

求解排列型组合优化问题时，问题本身通常被视作环境，决策变量被视为动作，

目标函数被视为奖励函数。一般而言，组合优化领域的研究者会选择直接调用成

熟的强化学习算法，例如 DQN[59]和 PPO[60]。此外也有部分专为组合优化开发的

强化学习算法，例如 POMO[61]考虑了组合优化问题最优解不唯一的特点。一般

来说，强化学习是逐步求解组合优化问题的。但是，逐步求解可能造成误差累积，

如果智能体在早期犯了错误，后期决策步骤无法进行修正。为了应对上述挑战，

Chen等[62]提出让智能体学习如何更好地修改现有解，而不是直接从零开始输出

解。此外，Barrett等[63]改进了强化学习流程，这使得让智能体修改之前的动作

成为可能。

考虑到强化学习的低训练效率，一些最新的工作正在探索更高效的无监督
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学习方法。Karalias等[64]提出将网络的输出直接看作解，将目标函数看作训练的

损失函数，直接进行端到端的自监督训练。为了让输出符合约束，将约束保持作

为惩罚项添加在自监督损失函数中。这种自监督方法的训练效率远高于强化学

习，对于 100节点的问题最多只需几小时即可训练完成（强化学习需要几天）。
但是，上述方法的约束保持只能作用在训练中，在测试时可能出现严重违反约束

条件的情况。本文的3.4章节将对此进行深入的理论和实验分析。

2.1.3 融合传统算法的学习方法

尽管纯机器学习求解算法在不断发展，到目前为止，传统的排列型组合优

化算法依然在许多场景中占主导地位。因此，融合传统算法的学习方法应运而

生：将机器学习作为一个模块，与现有的传统优化算法融合，有望获得较好的效

果。由于排列型组合优化问题是对真实世界的高级数学抽象，传统算法中较为僵

化的专家规则和启发式策略限制了算法性能的进一步提升。将机器学习方法与

传统算法结合意味着将复杂的现实世界与高度抽象的优化问题联系起来，实现

1+1>2的效果。
虽然强化学习的训练过程往往非常耗时[65]，但在缺乏先验知识和专家经验

的场合，其相比传统启发式算法常常更加有效。因此，将强化学习与传统的启发

式算法相结合已经成为一个重要研究方向。例如，Cai等[66]提出强化学习的输出

结果可以作为启发式方法的初始解。Khalil 等[67]提出将强化学习模型作为整数

规划算法中的分支策略。此外，模仿学习[68]也是一种融合强化学习和传统启发

式算法的技术路径。在训练开始阶段，智能体模仿传统的启发式算法，这可以明

显减少模型训练的收敛时间。例如，Gasse等[69]在整数规划中，让神经网络模仿

经典的强分支（strong branching）策略。强分支策略具有决策效果好但是计算效
率低的特点，用更高效的机器学习模型将其替代可以提升整数规划算法的运行

效率。

构造神经网络与传统优化算法融合的框架可以扩展深度神经网络的应用范

围。将深度神经网络应用在排列型组合优化（包括其他优化）场景时，通常会

遇到传统优化算法不可导的挑战。研究者已经对优化算法的可导性开展了深入

的研究。对于凸优化问题及其求解算法，Amos等[70-71]发现了凸优化问题在最优

解处的可导性，并可通过 KKT（Karush-Kuhn-Tucker）条件进行反向传播。对于
更一般的非凸优化问题（排列型组合优化正属于此类），目前的研究认为其求解

过程虽然理论上可导，但是由于在决策边界的非连续性，其真实的梯度无法指

导神经网络训练[72]。虽然该问题具有很大挑战，但最近的研究也在许多特定问

题的（近似）可导性上有了实质性突破，例如次模最优化[73]、线性目标函数问

题[72,74]。特别地，文献[72]提出了一种将优化转换为可微分且不局部恒定操作的

方法。它依赖于随机扰动优化器，有望与现有求解器一起使用。文献[75]提出了

CombOptNet，其将线性整数规划问题视作黑盒，并作为一个可微组合层。它利
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表 2-1 机器学习求解排列型组合优化问题的代表性现有工作总结。

匹配问题 路径问题 基数约束问题

纯机器学习求解 [77-79] [25,54,80] [81]
融合传统算法的学习求解 [16,82-83] [84] [72,74]

用欧几里德距离进行约束更新，并利用文献[76]提出的方案进行代价更新。本文

的第四章将对机器学习与传统算法的融合范式做进一步扩展。

2.2 排列型组合优化的典型问题和现有求解方法

本小节以匹配问题、路径问题、基数约束优化问题为例，分别讨论传统算法

与机器学习算法在求解具体排列型组合问题的研究进展。特别地，机器学习方法

的代表性现有工作总结在表格2-1中。

2.2.1 匹配问题

匹配问题的基础、在多项式时间内可解的线性指派问题在 1955年被匈牙利
算法所解决[10]。线性指派问题只考虑了点与点之间的一阶相似度，忽视了潜在

的连边关系。本文关注的是考虑边信息以及更高阶信息的匹配问题，包括图匹

配、图编辑距离、超图匹配等，以及更一般化的数学形式例如二次指派问题。上

述问题均具有 NP难复杂性。
在匹配问题的传统方法中，考虑到问题的 NP难复杂性，多种近似求解成对

图结构匹配（即二图匹配）的算法被相继提出，其中包括渐近指派算法[33,85]、谱

匹配方法[86]、随机游走[34]、投影算法[87-88]等。在国内，安徽大学的江波[89]、武

汉大学的王福东[90]对图匹配问题的传统算法开展了系统性研究。图编辑距离的

问题设定类似于二图匹配问题，一类启发式算法将问题简化到一组线性指派进

行快速求解[38-39]。为了处理噪声、外点存在时图相似度建模中的误差，多个图

结构也可以被联合匹配[91-93]。多个图结构的联合匹配不仅是一个更现实的问题

设定，同时也可在一定程度上减轻二图匹配时图相似度建模的局限性。在多数多

图匹配工作中，循环一致性被视作一个有效的正则项，用于增强对噪声和外点的

鲁棒性[94-95]。另一种提升匹配鲁棒性的方向是提升连边的复杂度，引入更高阶

的超图进行超图匹配[96-97]。超图匹配能够同时建模旋转和缩放不变性（图匹配

只能选择其一），但超图匹配需要更大的计算开销。对于匹配问题中传统算法的

技术细节，可以参考综述[98]。

通过机器学习求解匹配问题正在受到越来越多研究人员的关注[99]，包括早

期的传统机器学习方法[100-101]以及最新的深度学习方法[16]。在匹配问题中引入

机器学习的主要动机是基于学习的特征能够为匹配提供更多的信息，尤其是考

虑到匹配任务与一般的识别任务存在差异。将常规任务（例如 ImageNet分类任
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务[102]）中训练得到的特征直接用于匹配通常效果不佳。研究者们认为，在匹配

任务上的端到端训练可以进一步提升精度。例如，卷积神经网络（CNN）和图神
经网络（GNN）是常用的深度学习模型[77-78,103]。在最新的研究中，除了考虑匹

配任务，研究者还考虑了对潜在图结构的学习，以降低视觉任务中对预先给定图

结构的依赖[79,83]。此外，对于模式识别任务中的匹配问题，通常需要标注节点

层面的匹配关系进行监督训练，这带来了过于昂贵的标注代价。本文的4.3小节
将致力于降低匹配学习中对标注数据的需求。

2.2.2 路径问题

排列型组合优化中的路径问题可以分为判别形式（如汉密尔顿回路问题）和

优化形式（如旅行商问题）。判别形式中，需要回答一个判断问题：输入的图中

是否存在汉密尔顿回路？优化形式中，需要求解得到最优解，例如找到总长度最

短的回路。判别和优化形式在一定程度上可以统一：若将存在的边长设为 0、不
存在的边长设为 1，构造一个全连接的图，判别形式的汉密尔顿回路问题即可规
约到优化形式——若找到了长度为 0的回路，该回路即是汉密尔顿回路。鉴于旅
行商问题更具一般性，且拥有广泛的应用场景，旅行商问题的求解在过去得到了

充分研究。

求解路径问题的经典算法包括整数规划、启发式算法、元启发式算法等。利

用整数规划求解旅行商问题并不直观，需要采用特殊的数学建模形式才可获得

较高的求解效率。一种较为高效的整数规划建模称为MTZ方法，其命名来自于
三位学者 Miller、Tucker、Zemlin[104]。MTZ方法的高效性来自于消除了旅行商
问题中的子回路，但是受限于问题本身的 NP难复杂性，即使是合理建模的整数
规划算法依然效率较低。旅行商问题还可放松至双随机约束进行求解[32]。另一

方面，由于旅行商问题的广泛应用场景，存在许多性能强大的专用求解器。基于

线性规划的 Concorde求解器1是研究中常用的求解方法。此外，启发式算法通常

更加高效，基于 k-Opt局部改进策略的 LKH算法[37]能够快速、精确地完成旅行

商问题的求解。最后，以遗传算法为例的元启发式算法同样具有求解旅行商问题

的能力[48]。

在现有的神经网络求解路径问题的工作中，多数工作聚焦于预测一个动作

序列以构成最终的解[25,54,80]。由于路径问题的广泛影响力，机器学习求解排列

型组合优化的先驱工作[25]首先提出了在监督学习的范式下，利用时序神经网络

和注意力机制[53]求解旅行商问题。在后续工作中[54]，研究者提出了一种从图到

序列的学习、求解框架，其中的关键技术包括基于图神经网络的图嵌入[105]以及

基于 Q值学习（Q-learning）的深度强化学习[106]。Li等[107]通过引入问题简化和

树搜索方法，进一步扩展了从图到序列的框架。Kool等[80]为路径求解的研究提

1https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/concorde.html
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出了基础的学习框架，包括基于注意力机制[53]的特征提取网络、基于搜索的后

处理步骤和基于强化学习的训练方法。该框架被后续的工作不断完善，包括改进

强化学习算法[61]、改进特征提取网络[55]、改进后处理步骤[108]等。不过，这些纯

神经网络的路径求解方法尚缺乏和传统算法结合的灵活性，同时也会面临强化

学习的典型挑战：稀疏的奖励函数和过大的动作空间。文献[84]和本文的4.4小节
展示了如何通过融合传统算法应对这些挑战。

2.2.3 基数约束优化问题

基数约束（cardinality constraint）的组合优化问题是一类真实世界中广泛存
在的排列型问题，其形式等价于1.2小节讨论的前 k 个排列——在大小为 n的候

选集合中，只能选择其中的 k个。换言之，在最终的解中只能出现 k个非零项，

即 ∥x∥0 ≤ k。基数约束广泛存在于许多真实的优化场景中，例如运筹领域的设施

选址问题[109]（寻找 k个位置放置新设施）、数据挖掘中的影响力最大化问题[110]

（选取社交网络中的 k个种子用户使得影响力最大）、金融领域的投资组合优化问

题[111]（选取至多 k个资产进行投资，以控制运营费用）。基数约束优化中，次模

优化（submodular optimization）[112]是一个绕不开的概念。简单概括，次模优化是
“边际效益递减”这一经济学属性在数学上的描述，许多基数约束问题都属于次

模优化。次模的性质带来了 NP难排列型组合优化问题中少有的可近似性，即贪
心算法可以达到

(
1− 1

e

)
的近似率（假设是最小化问题）。因此，贪心算法是求解

此类问题的一种简单、有效的算法。

针对基数约束的可微分学习，存在两种技术路径。一类工作从可微分的排序

方法出发，构造可微分的“前 k个选取”（Topk）算法。对排序算法的可微分化研究

开始于[113]，对 n个数字的排序等价于一个最优传输问题[114]：设定 (1,2,3, · · · ,n)
共 n个目的地，输入的 n个数字作为出发地，出发地与目的地之间的差值作为

距离。对 n个数字的排序等价于寻找一个最优的运输方案，最小的数字被运送

到 1，最大的数字被运送到 n。上述最优传输问题等价于排列型组合优化中经典

的线性指派问题，一方面可以用匈牙利算法[10]进行求解，另一方面也可以用可

微分的 Sinkhorn算法[115]进行近似求解。最新的研究工作[81,116]遵循了这个思路，

基于 Sinkhorn算法构造了可微分的 Topk选取算法，可用于基数约束的学习和求

解。另一类工作提出直接采用不可微分的排序算法（例如快速排序），对算法添

加扰动以估计其近似梯度。站在神经网络的视角，可以将排序算法看作一个黑盒

模块，利用黑盒微分方法[72]添加扰动并估计其梯度。另外，Berthet等[74]提出了

在排序前的集合中添加大量随机噪声，根据随机扰动后的排序分布进行梯度估

计。
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2.3 排列型组合优化的开源框架

现有的排列型组合优化开源算法可分为基于整数规划的通用算法和面向独

立问题的专用算法。总体而言，基于传统算法的开源框架在过去有一定的发展；

基于机器学习的求解算法尚无成熟的开源框架。

由于整数规划形式的泛用性，开源的整数规划求解器可以被用于求解多数

排列型组合优化问题。但是，如2.1.1小节所讨论，开发一个整数规划算法是一个
复杂的系统工程，需要软件工程、优化算法等多方面的专家知识。整数规划求

解领域在过去一直由商业软件主导，例如属于 IBM公司的 CPLEX求解器2、由

Gurobi 公司开发的 Gurobi 求解器[31]以及国内杉树科技公司开发的 COPT 求解
器3。来自柏林祖斯研究所（Zuse Institute Berlin）的 Tobias Achterberg博士打破
了该领域商业软件的垄断，他基于 C语言开发了整数规划求解器 SCIP[30]，并将
源代码开源。SCIP拥有一个活跃的开源社区，是目前性能最强的开源整数规划
求解器。

针对本文所关注的排列型组合优化问题，以图匹配问题为例，目前存在若

干开源工具，其中多数是随着技术论文一起发表的开源代码。在这些开源代码

中，作者通常同时实现了其他方法以进行对比实验。例如，ZAC_GM 是传统
图匹配论文[117]的官方开源代码，提供了若干经典二图匹配算法的 Matlab实现；
multiway是多图匹配论文[91]的官方开源代码，提供了若干经典多图匹配算法的

Matlab实现。需要注意的是，虽然上述两个代码库中的算法是开源的，它们所依
赖的 Matlab依然是一个商业软件。因此，匹配问题的（纯正）开源工作尚有发
展、完善的空间。机器学习图匹配方法的作者 Rolinek[82]和 Fey[78]分别开源了他
们的求解模型，但没有与其他算法进行比较。对于更一般的二次指派问题，其开

源求解框架在国际上依然是空白。

2.4 本章小结

本章分别讨论了排列型组合优化求解的方法论、典型问题以及开源框架，为

下文中的技术创新提供了背景知识。在方法论层面，本章讨论了机器学习时代之

前的传统算法、纯机器学习的求解算法、机器学习与传统算法融合的方法。在问

题层面，本章讨论了三类典型的排列型组合问题：匹配问题、路径问题和基数约

束优化问题，并讨论了相关求解方法的发展现状。最后，排列型组合优化的开源

框架尚未成熟，还有进一步发展、完善的空间。

2https://www.ibm.com/products/ilog-cplex-optimization-studio/cplex-optimizer
3https://www.shanshu.ai/solver
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第三章 排列型组合优化问题的纯机器学习求解

3.1 本章引言

利用机器学习、尤其是神经网络方法直接求解排列型组合优化是一个经典

的研究方向。早在 1985年，Hopfield和 Tank就提出将网络的训练直接转化成旅
行商问题的求解[1]。随着算力尤其是 GPU算力的提升，伴随着深度学习技术的
发展，利用神经网络方法直接求解排列型组合优化逐渐成为了一个热门研究方

向。本章分三节介绍本文在纯机器学习求解方法的理论和技术贡献：面向图匹配

问题的求解，3.2节介绍了一种（跨）图嵌入的神经网络方法；面向更一般的二次
指派问题，3.3节介绍了首个基于神经网络的通用二次指派求解器；以基数约束
问题的求解为例，3.4节研究了纯神经网络求解方法中约束满足的理论保证，并
且以理论为指导，改进了现有的基数约束神经网络。

3.2 面向图匹配求解的神经网络设计

图匹配（graph matching）旨在构造两个图结构之间的节点匹配关系。通过引
入机器学习，可以在考虑噪声的同时高效地建模图匹配中的相似度函数，使得图

匹配问题在数学上的最优解具有正确的物理意义。在技术上，本节采用了神经网

络学习节点、边的特征以及图匹配问题的相似度函数，通过图嵌入方法将问题简

化，进而进行可微的精确求解。所有神经网络模块在具有组合性质的排列损失函

数下进行端到端的监督训练。本节介绍的神经网络方法具有较强的灵活性，其中

排列损失函数与节点数目无关、图神经网络也可处理任意节点数目的图。此外，

同一个神经网络可以匹配来自多个类别的图。多个评测集上的实验结果印证了

本方法的性能优势，特别是与传统图匹配算法的比较优势。本节实验还展现了深

度图匹配方法在不同数据集和类别之间的泛化性，以及匹配外点时的鲁棒性。

3.2.1 图匹配问题描述

作为一个经典的排列型组合优化问题，图匹配问题具有 NP难的复杂性[14]，

因此在研究中通常采用近似方法求解得到非精确的结果。考虑经典的二图匹配

设定，给定图结构 G1 和 G2，图匹配具有如下数学形式，被称为二次指派问题

（quadratic assignment problem，QAP），

max J(X) = vec(X)⊤Kvec(X), (3.1)

s.t. X ∈ {0,1}n1×n2 , X1n2 = 1n1 , X⊤1n1 ≤ 1n2 .
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其中X是包含点匹配信息的 0/1排列矩阵，被称为“相似度矩阵”的K∈Rn1n2×n1n2

包含了两个图结构中点到点、边到边的相似度信息。K即为该问题的参数。一种
计算 K的方法是采用高斯核函数 Kia, jb = exp

(
(fi j−fab)

2

σ2

)
，其中 fi j 是边 i j所对应

的特征向量。当 ia = jb时，节点的相似度也可以用上述公式计算。公式 (3.1)假
设了 n1 ≤ n2。

特别地，公式 (3.1)被称作 Lawler形式的二次指派问题（Lawler's QAP）[118]。
作为最一般的问题形式，它可以包含其他的特殊形式，例如Koopmans-Beckmann
形式的二次指派问题（Koopmans-Beckmann's QAP，简称为 KB-QAP）[14]：

J(X) = tr(X⊤F1XF2)+ tr(Kp⊤X). (3.2)

其中 F1 ∈ Rn1×n1 , F2 ∈ Rn2×n2 是 G1, G2 对应的带权重的邻接矩阵，矩阵 Kp ∈
Rn1×n2 包含点到点的相似度权重。Koopmans-Beckmann形式可以经过如下公式
转换为 Lawler形式的二次指派问题：K = F2⊗F1 +diag(vec(Kp))。

此外，最近的研究工作尝试研究了比二阶更高阶的相似度信息。在这类被称

为超图匹配（hypergraph matching）的工作中，目标函数通常被写作张量-向量的
按维度归一化[119-122]：

x∗ = argmax(H⊗1 x⊗2 x . . .⊗m x) (3.3)

s.t. X1n2 = 1n1 , X⊤1n1 ≤ 1n2 , x = vec(X) ∈ {0,1}n1n2×1

其中 m是相似度的阶数，H是包含 m阶的相似度张量，包含了高阶的超边相似

度。其中，⊗k 代表了张量乘法[123]。张量乘法定义如下：

(H⊗k x)...,ik−1,ik+1,... =
n1n2

∑
ik=1

H...,ik−1,ik,ik+1,... ·xik (3.4)

其中，⊗k可以看作是在第 k维上进行张量的边缘化（marginalization）。张量乘法
的详细细节可以参考文献[120]的 3.1节。为了提高优化算法的效率，现有的超图
匹配工作均假设相似度张量与超边的下标顺序无关，即超边是无向的。

最后，多图匹配也是一个重要的研究方向。多图匹配的目标旨在同时匹配多

个图结构。过去的研究主要打造了两类典型的多图匹配方法：第一类方法将多图

匹配问题转化为多轮迭代，每轮迭代中只需求解一个二图匹配问题[95,124]；第二

类方法首先获取成对的预匹配结果，随后采用平滑化的后处理方法进行匹配修

正[91,125-127]。和二图匹配相比，多图匹配的优势在于融合了多图信息后的匹配结

果对噪声、外点更加鲁棒。
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输入图像 特征提取器
(VGG16)

带特征的图结构

Gconv
公式(3.7)

CrossConv
算法3-1

Gconv
公式(3.7)

匹配结果Sinkhorn
公式(3.14)

Gconv
公式(3.7)

Gconv
公式(3.7)

Gconv
公式(3.7)

PIA-GM

PCA-GM
图嵌入层

exp

相似度函数
公式(3.12)

(                 )

cat

relu4_2

relu5_1

cat

relu4_2

relu5_1

cat

relu4_2

relu5_1

cat

relu4_2

relu5_1

图 3-1 单次前向计算的深度学习图匹配方法（PIA-GM、PCA-GM）概览。
Figure 3-1 Overview of vanilla feed-forward methods (PIA-GM, PCA-GM) for deep
learning of graph matching.

3.2.2 研究动机

基于上一节的描述，不论是二图、超图还是多图匹配算法，都需要面对一个

基础性问题：如何合理地设计点特征、边特征提取器以及相似度模型，将真实世

界的匹配任务转化为等价的数学形式。这个数学形式的最优解需要对应到正确

且合理的匹配结果。但是，人工设计的相似度函数（例如基于欧氏距离的高斯核

函数）可能缺乏足够的模型表达力，会导致数学形式的最优解偏移出正确的匹配

结果。在考虑噪声、外点等干扰因素时，这种挑战更加明显。

为了解决上述挑战，一类最近的工作聚焦于学习图匹配的相似度函数，以提

升相似度建模阶段的模型容量。此类工作的愿景是完全取代现有的、手工设计的

相似度函数。因为图匹配问题的目标函数由相似度决定，通过合适的相似度函

数，图匹配问题在数学上的最优解可以对应到正确的匹配关系。在一定程度上，

上述基于学习的特征和相似度方法和现有的求解方法[33-34,120,123]是正交的，因为

现有的求解方法通常假设存在给定的相似度。

基于上述观察，本章节的研究动机来自如下两个方面：

1）将图匹配问题转换为线性指派问题。通过图嵌入网络，特别是图卷积网
络，将图结构嵌入到节点特征向量中，可以将图匹配问题转换为线性指派问题。

嵌入的节点特征将包含节点周围的结构信息，使得匹配过程中可以包含高阶（超

过二阶）的信息。通过这种方式，该模型规避了非常具有挑战性的 QAP问题求
解。这种设计也允许在训练和测试中处理具有不同节点数目的图。据作者所知，

这是首次在图匹配学习中采用深度图嵌入网络。

2）设计面向组合优化的排列损失函数。面向排列型组合优化，本节开发了
一种针对 Sinkhorn网络的排列损失函数。输入非负矩阵，模型通过 Sinkhorn算
法得到了双随机矩阵。将其视为预测的匹配结果，分类任务中常用的交叉熵损失

可以衡量双随机矩阵与匹配真值之间的差异。这种面向组合优化的损失函数还
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输入图像 带特征的图结构 Gconv
公式(3.7)

CrossConv
算法3-1

Gconv
公式(3.7)

匹配结果Sinkhorn
公式(3.14)

迭代跨图嵌入
算法3-2

exp

相似度函数
公式(3.12)

(                 )

前向计算路径

迭代更新路径

特征提取器
(VGG16)

cat

relu4_2

relu5_1

cat

relu4_2

relu5_1

cat

relu4_2

relu5_1

cat

relu4_2

relu5_1

图 3-2 迭代跨图嵌入的深度学习图匹配方法（IPCA-GM）概览。
Figure 3-2 Overview of iterative cross-graph embedding method (IPCA-GM) for deep
learning of graph matching.

可以处理大小不同的图。图的规模变化一直是图匹配领域的挑战之一，例如，在

基于结构支持向量机的学习模型中[101]，图的节点数目在训练时必须固定。然而，

这种假设在实践中通常是不现实的。据作者所知，这是首次在图匹配中采用排列

损失函数。

3.2.3 算法描述

在本节中，作者将介绍三种匹配图结构 G1 = (V1,E1)与图结构 G2 = (V2,E2)

的模型：i）PIA-GM（permutation loss and intra-graph affinity based graphmatching
learning），基于排列损失与图内相似度特征的图匹配学习模型；ii）PCA-GM
（permutation loss and cross-graph affinity based graph matching learning）基于排列
损失与图间相似度特征的图匹配学习模型；iii）IPCA-GM（iterative permutation
loss and cross-graph affinity based graphmatching learning）基于排列损失与迭代图
间相似度特征的图匹配学习模型。这些神经网络模型都能同时建模图像特征与图

结构特征。模型中采用的 Sinkorn网络层以可微分的方式预测匹配关系，同时允
许损失函数的反向传播。PIA-GM采用了图内特征更新的策略；PCA-GM使用了
一层额外的跨图传播模块，允许特征在多个图之间传播；IPCA-GM在跨图传播中
采用迭代更新。图3-1展示了基于排列损失函数的图内相似度学习方法 (PIA-GM)
和跨图相似度学习方法 (PCA-GM)，图3-2展示了基于跨图迭代更新的相似度学
习方法 (IPCA-GM)。
本节提出的模型均包括了一个（可选的）CNN网络作为图像特征提取器、一

个节点嵌入模块、一个相似度函数以及排列预测模块。处理图像输入时，CNN
网络（此处为 VGG16[128]）提取 RGB图片输入中的特征信息，并将它们组成图
结构节点的特征向量。节点特征由一个（跨图的）节点嵌入网络更新，得到包含

图结构信息的特征向量。本节的 CNN网络、图嵌入网络、相似度函数权重均可
端到端地学习。

图像特征提取。若问题输入为图像，本节使用了一个 CNN网络来提取关键
点的特征向量，其中关键点的特征向量由 CNN输出的特征图像（feature map）上
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插值得到。对于图片 Is，从特征图像中为关键点 Psi提取的特征向量为：

h(0)
si = Interp(Psi,CNN(Is)), (3.5)

其中 Interp(P,X)代表在高维张量 X 代表的特征空间中，基于关键点位置 P进行

双线性插值得到的结果。CNN(I)则代表将 RGB图片 I输入卷积神经网络，输出

对应特征空间的张量。受孪生网络[129]（Siamese network）的启发，两张输入的
图片均由同一个 CNN网络处理，得到图像特征空间的特征图像。为了同时利用
CNN 网络提取出的局部结构信息与全局的语义特征，从 CNN 的不同深度中抽
取，随后拼接得到节点的特征向量。为了与前序工作[16]的公平地对比，在实验

中采用了在 ImageNet分类任务[130]上预训练的 VGG16网络[128]作为主干网络。

图内节点嵌入。本节提出的模型包含了一个图内节点嵌入（intra-graph node
embedding）模块。过去的研究已经工作证明，与只使用一阶信息的点匹配[131-132]相

比，充分利用图结构信息能够建立更加鲁棒的匹配结果[98]。PIA-GM利用一个多
层的节点嵌入模型构建了二阶和高阶的图相似度信息。节点嵌入模型采用类似

图卷积网络[133]的消息传递机制，节点的特征由其邻接节点以及该节点自身作为

信息源，进行高效的特征更新：

m(k)
si =

1
|(i, j) ∈ Es| ∑

j:(i, j)∈Es

fmsg(h
(k−1)
s j ), (3.6a)

n(k)
si = fnode(h

(k−1)
si ), (3.6b)

h(k)
si = fupdate(m

(k)
si ,n(k)

si ), (3.6c)

其中公式 (3.6a)代表沿着边的信息传播， fmsg(·)是其信息传递函数。根据 GCN
中的常规操作，为了避免由于每个节点的邻接节点总数不同而造成偏差，由

邻接节点传播而来的累加信息被当前节点的邻接节点总数归一化。公式 (3.6b)
代表每个节点内部的特征更新方式，它包含了节点的自更新函数 fnode(·)。基
于更新函数 fupdate(·)，公式 (3.6c) 收集了所有更新到节点 i 的特征信息。其中，

fmsg(·), fnode(·), fupdate(·)可以取任意可微分的、向量到向量的映射。本节采用了
带 ReLU激活函数的神经网络来实现 fmsg(·), fnode(·)， fupdate(·)是简单的求和函
数。在本节的其他部分，公式 (3.6)被写作 k至 (k+1)层 GNN的图卷积 (GConv)：

{h(k+1)
si }= GConv(As,{h(k)

si }), i ∈ Vs, (3.7)

它代表了节点嵌入网络。消息传递路径由图的邻接矩阵 As ∈ {0,1}ns×ns 所表示。

通过多次迭代公式 (3.7)中的图卷积层，构建了一个多层的 GNN：

{hsi}= GNN(As,{h(0)
si }), i ∈ Vs, (3.8)
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算法 3-1单次前向计算的跨图嵌入 (CrossEmb)

输入: 第 (k−1)层特征 {h(k−1)
1i ,h(k−1)

2 j }i∈V1, j∈V2

1: #预测相似度，见公式 (3.12, 3.14)
2: 根据公式 (3.12)，从 {h(k−1)

1i ,h(k−1)
2 j }构造 M̂;

3: Ŝ← Sinkhorn(M̂);
4: #跨图特征更新，见公式 (3.9)
5: {h(k)

1i }← CrossConv(Ŝ,{h(k−1)
1i }i∈V1 ,{h

(k−1)
2 j } j∈V2);

6: {h(k)
2 j }← CrossConv(Ŝ⊤,{h(k−1)

2 j } j∈V2 ,{h
(k−1)
1i }i∈V1);

输出: 第 k层特征 {h(k)
1i ,h

(k)
2 j }i∈V1, j∈V2

其中 h(0)
i 是由公式 (3.5)中所示的 CNN网络得到的图像特征向量。
跨图节点嵌入。在图内节点嵌入的基础上，跨图的节点嵌入（cross-graph node

embedding）能够进一步提升匹配模型的性能。算法3-1总结了跨图节点嵌入的流
程。在跨图节点嵌入中，首先使用了浅层嵌入网络中预测得到的相似度信息，通

过构建相似度函数以及 Sinkhorn迭代（详见三段后对 Sinkhorn的正式介绍），预
测一个双随机的相似度矩阵。由此预测得到的相似度矩阵 Ŝ编码了两个图的节
点之间的相似度信息。跨图的信息传播方式与公式 (3.7)中的图内卷积类似，其
中邻接矩阵被 Ŝ所取代，且特征向量的信息从一个图向另一个图传递。

m(k)
1i = ∑

j∈V2

Ŝi, j fmsg-cross(h
(k−1)
2 j ), (3.9a)

n(k)
1i = fnode-cross(h

(k−1)
1i ), (3.9b)

h(k)
1i = fupdate-cross(m

(k)
1i ,n

(k)
1i ), (3.9c)

其中，fmsg-cross(·), fnode-cross(·)为恒等映射（identical mapping），fupdate-cross(·)首先
将两个输入的特征张量拼接（concatenate），再将其输入全连接网络。考虑一对图
G1 = (V1,E1),G

2 = (V2,E2)，公式 (3.9)中刻画的跨图消息传递形式可以表示为

{h(k+1)
1i }i∈V1 = CrossConv(Ŝ,{h(k)

1i }i∈V1 ,{h
(k)
2 j } j∈V2), (3.10a)

{h(k+1)
2 j } j∈V2 = CrossConv(Ŝ⊤,{h(k)

2 j } j∈V2 ,{h
(k)
1i }i∈V1), (3.10b)

其中 Ŝ是由浅层网络预测的 G2与 G1之间的对应关系；同时 Ŝ⊤代表同样的、从
G1到 G2的对应关系。

迭代跨图节点嵌入。在算法3-1中讨论的跨图嵌入方法考虑了基于浅层网络
特征的跨图匹配信息，在实验中展现出了优越性。但是，算法3-1的局限性在于
它只考虑了简单的单次前向计算，仍有进一步提升的空间。考虑到更精确的跨图

匹配精度很可能会带来更优质的图嵌入特征，反之亦然，此处进一步提出了迭代

跨图节点嵌入，更精确地预测跨图更新矩阵 Ŝ。算法3-2的 IterCrossEmb(·)函数
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算法 3-2迭代更新的跨图嵌入 (IterCrossEmb)

输入: CNN特征 {h(0)
1i ,h

(0)
2 j }i∈V1, j∈V2;迭代次数 K

1: #首次图内消息传递，见公式 (3.6)
2: {h(1)

si }← GConv1(As,{h(0)
si });

3: 将 Ŝ(0)初始化为全 0矩阵；
4: Ŝ(0)← 0n1×n2;
5: for k←{1..K} do
6: #跨图消息传递，见公式 (3.9)
7: {h(2)

1i }← CrossConv(Ŝ(k−1){h(1)
1i },{h

(1)
2 j });

8: {h(2)
2 j }← CrossConv(Ŝ(k−1)⊤,{h(1)

2 j },{h
(1)
1i });

9: #第二次图内消息传递，见公式 (3.6)
10: {h(3)

si }← GConv2(As,{h(2)
si });

11: #预测匹配关系，见公式 (3.12, 3.14)
12: 根据公式 (3.12)，从 {h(3)

1i },{h
(3)
2 j }构造 M̂;

13: Ŝ(k)← Sinkhorn(M̂);
14: end for
输出: 节点嵌入特征 {h(3)

1i ,h
(3)
2 j }i∈V1, j∈V2

总结了跨图节点嵌入方法中图嵌入层（包括图内的嵌入层）的计算方式。

该迭代算法中，Ŝ(0) 首先被初始化为全 0矩阵，随后从 Ŝ(k−1) 预测 Ŝ(k)，利

用了包括跨图嵌入层（算法第6行至第8行）和图内嵌入层（算法第10行）。基于
嵌入的特征可以计算一个相似度矩阵（算法第12行），进而通过 Sinkhorn算法得
到一个双随机矩阵 Ŝ（算法第13行）。双随机矩阵（doubly stochastic matrix）的定
义是行和、列和均为 1的矩阵，是排列矩阵在连续域上的松弛形式。需要注意的
是，此处预测的匹配阵 Ŝ被视为跨图更新的路径。实验结果表明，上述迭代跨图
嵌入方法可以进一步提升匹配精度。

相似度函数。通过前述的节点嵌入模型，两个图之间结构的相似度信息被编
码在了节点嵌入空间内。因此，模型允许将公式 (3.1)中传统的二阶相似度矩阵
K简化成线性的形式。定义 h1i为第一个图中点 i的特征向量，h2 j为第二个图中

点 j的特征向量：

M(0)
i, j = faff(h1i,h2 j), i ∈ V1, j ∈ V2. (3.11)

相似度矩阵M(0) ∈ Rn1×n2
≥0 包含了二图所有节点之间的相似度得分。M(0)

i, j 代

表图 1的节点 i与图 2的节点 j之间，包含了高阶图结构信息相似度。

模型中， faff(·)被设定为一个双线性（bi-linear）函数，随后对它加以一个指
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数函数，以保证相似度矩阵中所有的元素均为非负的4：

M(0)
i, j = exp

(
h⊤1iAh2 j

τ

)
. (3.12)

考虑 d维的特征向量，即 ∀i ∈ V1, j ∈ V2,h1i,h2 j ∈ Rd×1。A ∈ Rd×d 包含了相

似度函数中可学习的权重。τ 是 Sinkhorn算法中熵正则项对应的超参数[114]，对

于 τ > 0，若 τ → 0+，那么公式 (3.12)的判别能力就会增强，但同时训练过程中
梯度传播的精度和稳定程度都会降低。

Sinkhorn网络与线性指派问题求解。给定由公式 (3.12)得到的相似度矩阵，
Sinkhorn网络可以求解对应的、基于相似度矩阵的线性指派问题。Sinkhorn算法
接受任何非负的方阵作为输入，输出一个双随机的矩阵（doubly stochastic matrix）。
双随机矩阵是离散化的排列矩阵的松弛形式。Sinkhorn网络已经在研究中被证实
具有学习并预测排列形式的能力[113,134]。对于一个方阵M(k−1) ∈R+n×n，Sinkhorn
运算符可以写为

M(k)′ =M(k−1)⊘ (M(k−1)11⊤), (3.13a)

M(k) =M(k)′⊘ (11⊤M(k)′), (3.13b)

⊘代表矩阵中逐元素的除法，1 ∈Rn×1是一个元素全为 1的列向量。Sinkhorn算
法的步骤即为交替迭代公式 (3.13a)的行归一化、以及公式 (3.13b)的列归一化。
若输入的M(k−1)不是方阵，亦可添加虚拟变量（dummy variable），例如补 0，将
其补全至方阵后再进行计算。

通过不断迭代公式 (3.13)直至收敛，我们最终得到一个双随机矩阵。在训练
过程中，该双随机矩阵 S是模型的预测输出。

S = Sinkhorn(M(0)). (3.14)

在测试过程中，作为后处理步骤，作者在矩阵 S上运行匈牙利算法[10]将输

出结果离散化，得到排列矩阵。在 Sinkhorn算法中，只存在矩阵乘法与按元素除
法两种操作，这两种操作均可微分。因此，Sinkhorn具有完全可微的特性，利用
PyTorch等深度学习框架的自动求导功能[135]，能够在工程上高效地实现它的反

向传播。

排列-交叉熵损失函数。本节提出的深度图匹配方法直接利用了点与点的真
值对应关系，即排列矩阵，作为图匹配网络端到端训练的监督信息。由于公式

(3.14)中所述的 Sinkhorn网络能够将任何非负矩阵变换为双随机矩阵，此处提出

4作者还尝试了更加灵活的全连接层作为相似度函数，但实验结果显示该指数函数的形式更加
简单有效，且训练过程更加稳定。
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了一种基于线性指派的排列损失函数（permutation loss），在训练过程中，用于衡
量预测的匹配结果与真值匹配结果之间的一致性程度。

交叉熵损失函数被用于端到端的模型训练。已知代表真实匹配情况的排列

矩阵 X，即可计算预测值 S与真值 X之间的交叉熵。该函数被命名为排列损失
函数。排列损失函数是用于训练本节模型的主要方法：

Lperm =− ∑
i∈V1, j∈V2

(
Xi, j logSi, j +(1−Xi, j) log(1−Si, j)

)
(3.15)

需要注意的是，另一项深度图匹配工作 GMN[16]采用了一种基于像素偏移量

的损失函数（offset loss），在文中被称为 “偏移损失”（displacement loss）。特别地，
偏移损失函数使用模型预测的匹配关系，加权计算了一个偏移向量 d。偏移损失
函数即为模型预测的偏移向量与使用真值对应关系计算的偏移向量的差值。

di = ∑
j∈V2

(
Si, jP2, j

)
−P1,i (3.16a)

Loff = ∑
i∈V1

√
||di−dgt

i ||2 + ε (3.16b)

其中 {P1,i},{P2, j}分别是关键点在图片 1与图片 2中的坐标集合，而 ε 则是为了
数值稳定性设定的一个小的常数。作为对比，本节采用的基于交叉熵的排列损失

函数可以使模型在端到端训练的过程中直接学习求解线性指派问题。完整的训

练流程可参考算法3-3。
算法设计细节的进一步讨论。
相似度矩阵与节点嵌入。现存的图匹配方法主要致力于使用预先明确定义

的相似度矩阵或相似度张量，建模二阶[34-35]以及高阶[121,123]的相似度特征。对

于使用至多二阶信息的图匹配而言，相似度信息可以被编码在一个 n1n2× n1n2

大小的相似度矩阵中。研究者们提出了许多基于优化的方法，以最大化匹配结果

所对应的相似度。作为对比，本节将相似度建模的问题诉诸节点嵌入技术，主要

基于两个考量：首先，通过节点嵌入技术，可以将相似度矩阵的空间复杂度降低

至 n1×n2（作为对比，传统的二阶相似度矩阵需要占用 n1n2×n1n2的空间）；其

次，二阶形式的相似度函数只能够表达至多二阶的信息，而节点嵌入技术能够直

接编码更高阶的图结构信息乃至跨图信息。

Sinkhorn网络与谱匹配。作为已发表的图匹配工作，GMN[16]采用了可以微

分的谱匹配（spectral matching, SM[35]）求解二次指派问题。与之对比，本文采用

了 Sinkhorn网络完成了对应的工作。事实上，Sinkhorn网络的输入具有 O(n1n2)

的复杂度，而谱匹配的输入具有 O(n2
1n2

2)的复杂度。此外，在实验中谱匹配需要

更多次迭代才能收敛，而更多的迭代次数会为梯度的反向传播带来负面影响。实

际上，谱匹配算法是为了求解图匹配问题（二次指派问题）提出的，而 Sinkhorn
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算法 3-3基于排列损失的图内/图间相似度图匹配学习（PIA/PCA/IPCA-GM）
输入: 数据集 D 包含点对应关系的图对；初始模型权重W；迭代次数 K；学习
率 lr

1: repeat
2: #从数据集中获取图以及真值标注，下标 s = 1,2代表两个输入的图
3: {(Is,{Psi}i∈Vs ,As)|s = 1,2},Sgt ∈D;
4: #提取 CNN特征，见公式 (3.5)
5: {h(0)si }← Interp({Psi},CNN(Is));
6: if PIA-GM then
7: #图内特征更新，见公式 (3.6a, 3.6b, 3.6c)
8: for k←{1,2,3} do
9: {h(k)

si }← GConvk(As,{h(k−1)
si });

10: end for
11: end if
12: if PCA-GM then
13: #第一层图内特征更新，见公式 (3.6a, 3.6b, 3.6c)
14: {h(1)

si }← GConv1(As,{h(0)
si });

15: #跨图特征更新，见算法3-1
16: {h(2)

1i ,h
(2)
2 j }← CrossEmb({h(1)

1i ,h
(1)
2 j });

17: #第二层图内特征更新，见公式 (3.6a, 3.6b, 3.6c)
18: {h(3)

si }← GConv2(As,{h(2)
si });

19: end if
20: if IPCA-GM then
21: #迭代跨图特征更新，见算法3-2
22: {h(3)

1i ,h
(3)
2 j }← IterCrossEmb({h(0)

1i ,h
(0)
2 j },K);

23: end if
24: #预测匹配关系，见公式 (3.12, 3.14)
25: build M(0) from {h(3)

1i },{h
(3)
2 j } by Eq. (3.12);

26: S← Sinkhorn(M(0));
27: #基于公式 (3.15)的端到端训练
28: W←−lr× ∂Lperm(S,X)

∂W +W;
29: until convergence
输出: 学习得到的模型参数W.

网络则是为了求解线性指派问题。节点嵌入网络将图匹配的二次指派问题转化

为了一个能够借助 Sinkhorn算法高效求解的线性指派问题。
偏移损失与排列损失。 GMN[16]所采用的损失函数是一个在原文中被称为

“displacement loss”的偏移损失函数。该损失函数接受所有待匹配节点之间的匹
配关系作为权重，加权计算一个从源图片到目标图片的偏移向量。在训练过程中，

GMN试图最小化预测的偏移向量与实际偏移向量之间的误差（即欧式距离）。作
为对比，借助 Sinkhorn网络，本节采用了一个面向组合优化的排列函数，其中损
失值被计算为预测的排列矩阵与真值排列矩阵之间的交叉熵。该排列损失函数

直接利用了真值排列结果作为监督信息，进而将该信息应用于端到端的训练中。
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Lperm = 5.139,   Loff = 0.070

图 3-3 偏移损失的失败案例（Lperm排列损失，Loff偏移损失）。
Figure 3-3 Failure case of the displacement loss.

图 3-3给出了一个偏移损失函数的失败案例。源图片（左图）和目标图片（右图）
中标注了所有候选的匹配，右图中的数字代表模型预测出匹配的可能性。两个

真实的匹配点均用粉色标出（在这次失败的预测中，只获得了 0.05的可能性）。
偏移损失由所有候选匹配加权得到，计算得到了一个具有误导性的低损失 0.070。
本节提出的排列损失，与之相比，得到了一个更加合理的高损失 5.139。在这个
例子中，偏移损失函数呈现了一个它不应有的低值，但排列损失给出了准确的信

息。实验结果同时显示，使用排列损失训练出的模型性能显著地超越了由偏移损

失训练得到的模型。

3.2.4 实验分析

测评标准。实验通过两个图之间的匹配精度评价算法的表现。在测评阶段，
作者对 G1与 G2的关键点进行了过滤：如果保证 G1与 G2的节点一一对应，则

称为交集过滤（intersection filtering），即无外点的实验设定；如果有节点在G2中

出现、但不出现在 G1，则称为子集过滤（inclusive filtering），即单边有外点的实
验设定。上述设定可通过过滤数据集中的外点进行控制。参与测试的所有模型预

测输入的两个图结构之间节点的对应关系，这种对应关系由一个排列矩阵表示。

模型的匹配精度由预测得到的排列矩阵与真值排列矩阵计算得到。

匹配精度的计算方法：正确匹配的关键点对数目除以真值的关键点对总数。

对于一个预测得到的排列矩阵 X ∈ {0,1}n1×n2 = Hungarian(S)以及真值排列矩阵
Xgt ∈ {0,1}n1×n2，假设 n1 ≤ n2，匹配精度可由如下公式计算：

acc=
1
n1

∑
i∈V1, j∈V2

Xi, jXgt
i, j. (3.17)

对比方法。在实验中，以下算法参与了评测和对比。
GMN.图匹配神经网络（Graph Matching Network，GMN）是深度图匹配学习

领域的先驱工作[16]。GMN采用了 VGG16[128]提取图像中的特征，其中构建了图
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图 3-4 不同程度噪声、内点数目、外点数目的仿真实验结果。
Figure 3-4 Synthetic test with different levels of noises, inlier numbers and outlier
numbers.

匹配相似度矩阵的一阶特征与二阶特征分别来自于VGG16网络的浅层（relu4_2）
与深层（relu5_1）。GMN 通过一个不可学习的谱匹配（spectral matching，SM）
求解器处理图匹配的相似度。该模型与输入图片中的物体类别无关，因而可以为

所有类别的物体学习一个统一的匹配模型。对于输入的两个图结构，其中一个图

（源图，source graph）由德罗内三角剖分（Delaunay triangulation）构建，另一个
图（目标图，target graph）则具有全连接（fully-connected）的拓扑结构。GMN是
图匹配领域提出的第一个端到端的深度学习模型。需要注意的是，GMN在训练
过程中采用了公式 (3.16b)中的偏移损失作为损失函数。由于作者没有公开源代
码，本文使用 PyTorch框架复现了 GMN的代码。

HARG-SSVM. 由文献[101]提出的基于结构化支持向量机（structured support
vector machine，SSVM）的图匹配学习算法，在实验中作为基于传统机器学习
（而非深度学习）的图匹配学习算法的性能基准。HARG-SSVM模型与输入的物
体类型有关，它为每个特定的输入类别学习了单独的图模型。本文在征得原作

者的允许后使用了他们公开的代码。文献[101]中的实验设定假定待匹配的关键点

未知，待匹配的关键点由 Hessian检测法[136]得到。在本节的实验设定中，所有

待匹配的关键点都是对模型已知的。本节的实验简单地调整了作者公开的源代

码，以适应新的实验条件：对于所有由 Hessian检测器得到的候选点，选择真值
对应点的最近邻作为输入的待匹配节点。在作者的原始代码中，这一做法在训练

HARG-SSVM的过程中就已经被采用。该算法中，图结构由被称为 HARG的手
工边特征算子构建。

PIA/PCA/IPCA-GM.为了与GMN[16]公平地对比，PIA/PCA/IPCA-GM模型同
样采用了 VGG16[128]作为主干 CNN网络，从 relu4_2和 relu5_1提取图像的特征
向量。从 CNN网络层中提出的两个特征向量被拼接（concatenate）在一起组成新
的特征向量，进而能够同时刻画图像中局部的结构信息以及全局的语义信息。在

PIA-GM中，相似度由三层的（图内）GNN网络构建；在 PCA-GM中，该模块由
一层（图内）GNN、一层跨图GNN以及一层（图内）GNN网络组成；在 IPCA-GM
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表 3-1 Pascal VOC关键点数据集无外点（上半部分）和单边有外点（下半部分）
情况下的匹配精度（%）。
Table 3-1 Matching accuracy (%) on Pascal VOC Keypoint, without outliers (upper
half) and with outliers in one graph (lower half).

图匹配方法 平均

GMN[16] 31.9 47.2 51.9 40.8 68.7 72.2 53.6 52.8 34.6 48.6 72.3 47.7 54.8 51.0 38.6 75.1 49.5 45.0 83.0 86.3 55.3
GMN-PL 31.1 46.2 58.2 45.9 70.6 76.4 61.2 61.7 35.5 53.7 58.9 57.5 56.9 49.3 34.1 77.5 57.1 53.6 83.2 88.6 57.9
PIA-GM 41.5 55.8 60.9 51.9 75.0 75.8 59.6 65.2 33.3 65.9 62.8 62.7 67.7 62.1 42.9 80.2 64.3 59.5 82.7 90.1 63.0
PCA-GM 51.2 61.3 61.6 58.4 78.8 73.9 68.5 71.1 40.1 63.3 45.1 64.4 66.4 62.2 45.1 79.1 68.4 60.0 80.3 91.9 64.6
IPCA-GM 51.0 64.9 68.4 60.5 80.2 74.7 71.0 73.5 42.2 68.5 48.9 69.3 67.6 64.8 48.6 84.2 69.8 62.0 79.3 89.3 66.9

GMN[16] 34.2 55.0 46.4 39.6 77.0 60.5 46.9 54.5 31.7 51.0 48.0 48.0 48.5 50.8 28.8 73.8 49.8 38.3 69.4 83.9 51.8
GMN-PL 38.9 56.1 47.9 41.0 79.1 66.5 49.0 57.9 33.7 54.4 43.7 49.5 53.5 55.4 31.2 76.6 53.0 37.8 71.3 86.4 54.1
PIA-GM 43.8 60.6 51.5 43.5 75.4 70.6 58.9 62.0 35.3 54.4 44.3 57.1 56.1 58.6 40.0 76.5 60.1 36.5 76.1 86.3 57.4
PCA-GM 44.6 63.6 53.7 45.9 78.0 69.5 52.7 63.1 37.6 56.4 44.4 58.3 56.2 57.5 39.0 80.1 59.6 40.2 69.4 87.1 57.8
IPCA-GM 44.5 63.9 54.6 47.6 79.9 69.8 54.7 64.4 37.9 59.4 55.6 57.5 57.5 57.4 40.2 80.1 60.0 41.2 71.4 86.9 59.2

中，跨图 GNN采用迭代形式。在经过图网络处理之后，PIA/PCA/IPCA-GM均采
用了公式 (3.12)所示的相似度映射。每层 GNN网络均拥有 2048维的特征维度。
公式 (3.15)中的排列损失函数被用于端到端的监督训练。两个输入的图结构均使
用德罗内三角剖分构建。基于经验，公式 (3.12)的参数设定为 τ = 0.05（PIA-GM
和 PCA-GM）以及 τ = 0.005（IPCA-GM）。上述模型均采用 PyTorch实现。

GMN-PL & PIA/PCA-GM-OL. GMN-PL是GMN[16]的变体，PIA/PCA-GM-OL
是 PIA/PCA-GM的变体。其中，GMN-PL将原始 GMN模型中的偏移损失函数替
换成了排列损失函数，同时保持其他设定不变。同样的，PIA/PCA-GM-OL将排
列损失函数替换成了偏移损失函数，同时维持其他模块不变。

真实图片数据集上的实验每次从数据集中随机选取两张图片，在图片中分

别构建具有相同节点数目的图结构。在本节的实验设定中，图结构对模型是未知

的，而不同的模型采取了不同的图结构构建策略（参见上文中的讨论）。CNN网
络的初始化参数由在 ImageNet[130]分类任务上预训练的模型参数得到。
仿真实验。作为一种常用的图匹配评测方法，作者在仿真数据集上测试了深

度图匹配方法的性能。作者仿照文献[34]中采用的方法，生成了仿真实验所需的

随机数据。首先，给定内点数目 Kin，随机生成一个真值图，其中每个节点具有

1024维随机分布于 U(−1,1)的特征向量（512维点特征，512维边特征）。此外，
每个节点具有一个在 2D平面 U(0,256)×U(0,256)上随机分布的坐标。根据外

点数目 Kout，在 2D平面上随机添加外点以模仿干扰。在训练与测试阶段，从中
采样带有加性高斯噪声的图样本，其中高斯噪声服从分布 N(0,σ2

feat)，同时关键

点坐标被随机的仿射变换和加性坐标噪声 N(0,σ2
coo)所扰动。需要注意，在仿真

实验中没有使用 CNN提取图像特征，只对图相似度建模方法以及监督信息（即
损失函数）进行了横向比较。在实验中，通过改变 Kin、Kout、σfeat三个参数，比
较不同情况下深度图匹配算法以及不包含可学习参数的传统图匹配方法的精度

（默认参数: Kin = 20,Kout = 0,σfeat = 1.5,σcoo = 10）。每一次随机实验随机生成
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(a) 表3-2、表3-3、表3-4中的迁移性和泛化性实验。

(b) 图3-6、图3-7中的跨类别迁移学习实验。

图 3-5 迁移学习实验说明。
Figure 3-5 Illustration of transfer learning experiments.

了 10个不同的图结构，并计算了它们的平均匹配精度。图3-4中的实验结果表明，
相比于其他方法，PCA/IPCA-GM对噪声和复杂的图结构具有更强的鲁棒性。

Pascal VOC关键点数据集。本文还在带有 Berkeley额外关键点标注[137]的

Pascal VOC数据集[138]上衡量了不同算法的表现。该数据集包含有 20类不同的
物体，及其对应的关键点位置标注。模仿其他工作的数据预处理步骤[16]，作者

将原始数据集过滤，得到 7,020张训练图片以及 1,682张测试图片组成的数据集。
在被作为网络输入之前，所有物体都被沿着它们的边界框（bounding box）裁切，
随后重新调整至 256×256的大小。Pascal VOC关键点数据集被认为是一个较困
难的语义关键点匹配数据集，因为数据集中的物体可能会在大小、姿态、光照等
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表 3-2 在 Pascal VOC关键点数据集上对抗外点的迁移学习匹配精度 (%)。
Table 3-2 Matching accuracy (%) for transfer learning test in the presence of outliers
on Pascal VOC Keypoint.

图匹配方法 从无外点迁移 在单边外点微调 在单边外点训练

GMN[16] 51.7 51.8 51.3
GMN-PL 53.2 54.1 50.2

PIA-GM 55.2 57.4 –
PCA-GM 56.0 57.8 57.6
IPCA-GM 54.1 59.2 –

表 3-3 Willow Object Class数据集的匹配精度 (%)。
Table 3-3 Accuracy (%) on Willow Object Class.

图匹配方法 face mbike car duck wbottle

HARG-SSVM[101] 91.2 44.4 58.4 55.2 66.6

GMN-VOC[16] 98.1 65.0 72.9 74.3 70.5
PCA-GM-VOC 100.0 69.8 78.6 82.4 95.1
IPCA-GM-VOC 100.0 67.1 73.3 82.1 91.7

GMN-Willow[16] 99.3 71.4 74.3 82.8 76.7
PCA-GM-Willow 100.0 76.7 84.0 93.5 96.9
IPCA-GM-Willow 100.0 77.7 90.2 84.9 95.2

方面有很大差别。此外，数据集中内点的数目会在 6至 23之间变动。
Pascal VOC关键点数据集[137]的实验测试了模型分别在 20个类别上的匹配

精度。该数据集上的详细实验结果请见表3-1，包括了有外点和无外点两种实验
条件下的结果。当排列损失函数替代偏移损失函数后，GMN-PL几乎在所有类别
上均超过了 GMN[16]。考虑 20个类的平均匹配精度，PIA-GM的性能超越了现有
的 GMN方法，并且 PCA-GM和 IPCA-GM分别利用了单次前向计算的跨图嵌入
和迭代的跨图嵌入方法，进一步提升了匹配精度。并且，PCA-GM和 IPCA-GM
在对抗外点时展现了更强的鲁棒性（下文中将详细讨论）。配备 2块 2080Ti显
卡，PCA-GM在训练过程中的速度约为 18个图像对每秒，IPCA-GM的训练速度
约为 16个图像对每秒。上述结果证明了在真实图片匹配场景中，排列损失相比
于偏移损失有优势、图嵌入 +Sinkhorn的求解组合相比于固定的 SM求解器[35]有

优势以及（迭代）跨图嵌入相比于普通图内嵌入方法有优势。

迁移学习实验。如图3-5总结了验证 PIA/PCA/IPCA-GM模型的鲁棒性和泛化
能力的实验。图3-5中，黑色箭头表示基础的模型和训练方式。作者研究了从无外
点的训练数据迁移到同一数据集（不同样本）、单边有外点的测试数据（图5(a)的
绿色箭头），从训练数据集迁移至另一个不同的测试数据集（图5(a)的红色箭头），
从训练类别迁移到其他的类别进行测试（图5(b)），以及学习到的 CNN、图嵌入
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图 3-6 Pascal VOC关键点数据集上 8个类别混淆矩阵的精度结果。
Figure 3-6 Confusion matrix of accuracy of eight categories of objects from Pascal
VOC Keypoint.

模块的可迁移性（图5(a)的蓝色和紫色箭头）。
对抗外点的迁移能力。如图5(a)中绿色箭头所示，作者首先在无外点的 Pascal

VOC关键点数据集上训练了图匹配模型，随后直接将该模型用于有外点的情况
进行测试（一个图中单边有外点、一个图中没有）。实验结果如表3-2所示，“从无
外点迁移”代表直接将无外点情况训练的模型迁移到有外点进行测试，“在有外
点微调”代表在有外点的数据集上进行微调。最后一列 “在有外点训练”代表在
有外点的数据集上从零开始训练，“–”该模型在这个实验条件下没有收敛。直接
在单边有外点的数据集上训练似乎对 IPCA-GM比较有挑战，其中一个可能的原
因是当外点存在时跨图传播权重矩阵不满足双随机性，即每列的加和不等于 1，
可能在训练的早期误导了迭代更新的跨图匹配模块。PIA-GM可能因为较低的模
型容量无法在单边有外点的数据集上直接训练。作为对比，从无外点训练的模型

向单边有外点进行迁移学习会带来更高的性能，表格3-1中的有外点匹配结果均
是基于迁移学习得到的。

跨数据集迁移能力。本节在Willow Object Class数据集上测试了模型跨数据
集进行知识迁移的能力。Willow Object Class数据集是由文献[101]的作者收集的

真实图匹配数据集。该数据集包含了 5类物体，每类物体至少包含了 40张图片。
数据集中的图片是从 Caltech-256 (face、duck 和 wine bottle) 数据集以及 Pascal
VOC 2007 (car和 motorbike)数据集中收集得到。在实验中，图片首先被缩放到
256×256，之后再输入 CNN网络提取特征。对该数据集而言，它的匹配难度应
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图 3-7 Pascal VOC关键点数据集上 8个类别混淆矩阵的排序结果。
Figure 3-7 Confusion matrix of rankings of eight categories of objects from Pascal
VOC Keypoint.

当低于 Pascal VOC关键点数据集，因为数据集作者将所有隶属于同一类的物体
在姿态上对齐，并且该数据集中的图片相对缺乏尺寸、背景以及光照上的差异。

本文仿照文献[101]构建了测评工具，基于原作者公开的 Matlab 源代码训练
和测试了传统机器学习方法 HARG-SSVM。对于其他方法，按照如图5(a)中红色
箭头所示的评测方法，测试了模型的跨数据集迁移学习能力，结果如表3-3所示。
对于深度图匹配模型，它们的模型权重首先在剔除了重复类别的 Pascal VOC关
键点数据集上预训练。这些通过迁移得到的模型在表3-3中标注为 GMN-VOC、
PCA-GM-VOC 和 IPCA-GM-VOC。上述模型可以进一步在 Willow Object Class
的训练集上微调，得到 GMN-Willow、PCA-GM-Willow和 IPCA-GM-Willow。需
要注意，传统机器学习方法 HARG-SSVM对每个类都学习了一个模型，但深度
学习方法只需一个模型即可处理所有类别。PCA-GM和 IPCA-GM展现出了强大
的跨数据集迁移能力，并且在Willow Object Class数据集的所有类上均超越了其
他方法。

跨类别迁移能力。为了测试模型在不同类别之间的迁移能力，作者在 8个随
意选取的 Pascal VOC类别上测试了 IPCA-GM、PCA-GM、PCA-GM-OL、GMN-
PL和GMN，并采用图3-6、图3-7对结果进行了可视化。每个类别中训练集、测试
集的分割方法与原数据集保持一致。图3-6代表了该结果的混淆矩阵（confusion
matrix），其中 y轴标签代表训练的类，x轴标签代表测试的类。蓝色的深浅代表
了每个类上的精度高低。图3-7代表了混淆矩阵的每一格在 5种测试方法之间的
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表 3-4 不同模型配置在 Pascal VOC关键点数据集的匹配精度 (%)。
Table 3-4 Matching accuracy (%) on Pascal VOC Keypoint with different module
configurations.

CNN 匹配求解 平均

图匹配 图嵌入 51.2 61.3 61.6 58.4 78.8 73.9 68.5 71.1 40.1 63.3 45.1 64.4 66.4 62.2 45.1 79.1 68.4 60.0 80.3 91.9 64.6
图匹配 RRWM 44.0 61.4 53.5 51.7 72.1 67.7 64.5 59.6 41.0 55.8 53.9 58.6 60.0 57.2 41.3 78.8 61.8 45.2 74.2 88.1 59.5
ImgNet 图嵌入 36.5 46.9 51.9 43.0 42.7 52.0 53.4 57.7 33.5 47.5 44.9 54.7 54.6 48.1 28.0 61.8 57.2 39.9 72.6 58.3 49.3
ImgNet RRWM 29.9 44.7 41.4 41.6 34.7 44.9 45.2 38.8 27.0 34.3 36.7 37.7 41.4 41.7 24.9 57.2 41.2 30.7 68.3 53.3 40.8

表 3-5 在 Pascal VOC关键点数据集上，各个模块对模型精度的影响。
Table 3-5 Ablation study on proposed components on Pascal VOC Keypoint.

图匹配微调 CNN 图内嵌入 跨图嵌入 迭代跨图 距离度量 匹配精度

✓ ✓ ✓ ✓ ✓ 66.9
✓ ✓ ✓ ✓ × 66.3
✓ ✓ ✓ × × 64.2
✓ ✓ × × × 62.1
✓ × × × × 54.8
× × × × × 41.9

性能排序。实验结果表明，本节提出的深度学习方法能够在相似的类（例如“猫”

和“狗”）之间进行迁移。基于图嵌入的深度学习模型可以在混淆矩阵的非对角

线元素上提供更高的迁移精度，同时排列损失函数可以在对角线元素上提供更

强的监督信号。IPCA-GM在对角线元素上的精度更加突出，一种可能的解释是
IPCA-GM具有更高的模型容量，因此会更大程度地拟合到训练类上。

CNN和图嵌入模型的泛化能力。本节讨论的深度图匹配模型可以同时学习
图像特征（通过 CNN网络）以及匹配求解（通过图嵌入和 Sinkhorn）。此处探
索了 CNN 模型与匹配求解模块能否与其他现有技术相互替换、以及上述两个
模块在多大程度上相互耦合。表3-4所示的实验将 PCA-GM模型分为两部分：一
个 CNN主干网络（在“图匹配”任务上训练）、一个基于“图嵌入”的图匹配
求解模块。上述两个模块可以和其他现有技术进行组合，包括现有的图匹配求

解器 RRWM[34]以及在 ImageNet 图像分类任务上预训练的普通 CNN 网络。在
图5(a)中，蓝色箭头代表了 “ImgNet+图嵌入”的组合，紫色箭头代表了 “图匹配
+RRWM”的组合。实验结果表明，在图匹配任务上学习得到的 CNN网络在迁移
到 bike, chair, table等类别后依然有较强的匹配精度。作为对比，基于图嵌入的匹
配求解模块似乎和 CNN存在更高程度地耦合。不过，“ImgNet+图嵌入”的组合
依然在所有类上超越了 “ImgNet+RRWM”，在部分类上与 “图匹配 +RRWM”性
能相当。因此，学习到的图嵌入匹配求解模块在迁移到其他 CNN网络时，依然
具有求解图匹配的能力。

消融实验（ablation study）。作者研究了 IPCA-GM网络中采用的各个模块
对模型性能的影响。在端到端的模型训练中引入/不引入各个模块，实验结果如
表格3-5所示。“图匹配微调 CNN”代表在图匹配任务上训练 CNN，不然则采用
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ImageNet数据集上预训练的权重。实验结果显示，IPCA-GM模型中各个模块均
对匹配精度起到正向作用。在实验中，GNN网络被随机初始化，相似度映射关
系的权重矩阵则使用单位矩阵加上随机噪声进行初始化。

3.3 面向通用二次指派求解的神经网络设计

Lawler形式的二次指派问题（Lawler's QAP）作为一类常见的排列型组合优
化问题，覆盖了图匹配、布局规划、电路设计等重要的应用场景。从图匹配出

发、面向更一般的二次指派问题，本节提出了一种纯神经网络直接求解 Lawler's
QAP的方法，其中 QAP问题的相似度矩阵（及其等价的伴随图）可以直接输入
神经网络，随后 QAP的求解被转化为在伴随图上的顶点分类问题。伴随图通过
一个图嵌入网络学习如何将顶点分类，与随后的 Sinkhorn算法和排列损失函数
一起构成了端到端的学习框架。为了进一步扩展模型的适用范围，本节引入了具

有排列意识（permutation-aware）的图嵌入方法，以及引入虚拟节点以处理两边
节点数目不一致的情况。这是首次将神经网络直接用于求解最一般的 Lawler形
式二次指派问题。本节的求解网络非常灵活，可以扩展到超图匹配、多图匹配等

场景。在图匹配仿真数据以及 QAPLIB 基准数据集5上开展的纯 QAP 优化实验
表明，QAP的神经网络求解器与目前最优秀的传统图匹配和 QAP求解器性能相
当、甚至更优，同时时间开销显著降低。

3.3.1 二次指派问题描述

二次指派问题的数学形式已在3.2.1小节中和图匹配问题一起进行了讨论。作
为图匹配问题更一般的数学形式，二次指派问题在计算机视觉、机器学习等领域

具有广泛的应用场景。实际上，二次指派问题起源于运筹领域对设施布局的研

究：若要将 n个设施布局在 n个侯选位置，已知任意两个位置之间的距离和任意

两个设施之间的流量（人流量或物流量），目标是找到一个排列矩阵，使得总的

流量 ×距离最小。上述目标可以采用类似公式 (3.2)中 Koopmans-Beckmann形
式二次指派问题的描述：

max J(X) = tr(X⊤F1XF2), (3.18)

s.t. X ∈ {0,1}n×n, X1n = 1n, X⊤1n = 1n.

其中 F1 ∈ Rn×n,F2 ∈ Rn×n 分别代表候选位置的距离和设施之间的流量。Lawler
形式的二次指派问题更具一般性，不仅可以覆盖设施布局等运筹问题，还可以

处理图匹配等问题。通过 K = F2⊗F1，可以将 Koopmans-Beckmann形式转化为

5https://coral.ise.lehigh.edu/data-sets/qaplib/
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表 3-6 现有研究工作在两种 QAP形式下的总结。
Table 3-6 Summary of existing methods on two popular formulations of QAP.

Koopmans-Beckmann's QAP Lawler's QAP

非学习方法 [27,139-141] [28,34-35,142-143]
机器学习方法 [144]、3.2节 3.3节

Lawler形式：

max J(X) = vec(X)⊤Kvec(X), (3.19)

s.t. X ∈ {0,1}n×n, X1n = 1n, X⊤1n = 1n.

本节关注的是利用机器学习求解最一般的 Lawler形式的二次指派问题，其
中相似度矩阵 K是问题输入。为了方便描述，上述公式假设了问题的可行域是
一个全排列（即 n1 = n2 = n），本节探讨的 QAP求解方法也可扩展到部分排列的
场景。

3.3.2 研究动机

3.2节所描述的神经网络求解方法专为图匹配问题设计。面向更一般的Lawler
形式二次指派问题，本节提出了更一般的神经网络结构进行求解。如表格3-6所总
结的，在机器学习发展之前，传统的求解算法在两种形式的 QAP问题中均有广
泛的研究。最近的研究工作[144]开始注意到了机器学习方法用于求解 Koopmans-
Beckmann's QAP的潜力。本文3.2节的 PCA/IPCA-GM方法需要输入两个待匹配
图结构的邻接矩阵，可以看作特殊形式的 Koopmans-Beckmann's QAP。本节首次
针对最一般的 Lawler's QAP问题的机器学习求解开展研究，并探索了相关方法
在超图匹配、多图匹配的扩展。面向二次指派问题，表格3-7从多个角度归纳了
本节的研究内容和前序工作（KB's QAP是 Koopmans-Beckmann's QAP的简写），
包括学习求解的问题类型、多图匹配的处理方法、GNN模块、GNN学习的图类
型、相似度函数以及损失函数的设计。可以看到，本节研究内容的应用范围与技

术细节和前序工作存在显著差异。

本章节的研究动机来自如下几个方面：

1）设计一个神经网络模型直接处理最一般的 Lawler形式二次指派问题。作
为一个二次指派问题的神经网络求解器，神经网络允许 Lawler's QAP中的相似度
矩阵K直接作为输入。这是通过将相似度矩阵视为一个等价的伴随图（association
graph），其中伴随图的节点可以通过图神经网络[145]进行分类。作为对比，现有

的二次指派（更准确地说是图匹配）学习方法[16,101,146]需要单个图的节点特征和

边特征作为神经网络输入，无法直接处理相似度矩阵。直接处理相似度矩阵是适

用范围最广的情况，因为相似度矩阵可以基于节点特征和边特征构造。
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表 3-7 机器学习图匹配和二次指派方法的技术总结。
Table 3-7 Summary of existing literature in learning graph matching and QAP.

方法 学习求解类型 多图匹配 GNN 学习的图 相似度函数 损失函数

Nowak等[144] KB's QAP的 无 图卷积 独立的图 内积 多分类交叉熵特殊情况

GMN[16] 无 无 无 带权指数函数 偏移损失

Zhang等[146] 无 无 消息传递网 独立的图 内积 多分类交叉熵络 CMPNN

PCA/IPCA- KB's QAP的 无 图卷积 独立的图 带权指数函数 排列损失GM(3.2节) 特殊情况 +跨图卷积

CIE-H[77] KB's QAP的 无 边嵌入 + 独立的图 带权指数函数 带匈牙利注意
特殊情况 跨图卷积 力的排列损失

LCS[103] Lawler's QAP 无 图卷积 伴随图 全连接网络 排列损失的特殊情况

BBGM[82] 无 非学习的 样条卷积 独立的图 带权内积 汉明距离
求解器[93]

NGM (本节) 最一般的 无 样条 +排列 独立的图 带权内积 排列损失Lawler's QAP 图卷积 +伴随图

NHGM (本节) 高阶指派问题 无 样条 +排列 独立的图 带权内积 排列损失超图卷积 +伴随超图

NMGM (本节) 最一般的 端到端的 样条 +排列 独立的图 带权内积 排列损失Lawler's QAP 谱方法 图卷积 +伴随图

2）神经网络同时支持监督学习和非监督学习。图像等领域的匹配问题通常
具有节点级别的标注信息，可以采用监督学习方法进行端到端的训练。对于优化

领域的问题（例如 QAPLIB中的问题），其目标函数就是监督信号，因此可以进
行无标注数据的非监督训练。

3）将神经网络求解器扩展到高阶（三阶）指派。二次指派问题建模了图结
构中的二阶相似度。更进一步，超图（存在同时连接多个节点的超边）中存在更

高阶的结构，因此超图匹配问题需要建模更高阶的相似度信息。对于超图匹配问

题，本节仿照伴随图的形式构造了伴随超图（association hypergraph）。这是首次
利用深度学习处理超图匹配，特别是将超边的相似度信息进行显式建模。

4）将神经网络求解器扩展到多图匹配。将端到端的谱方法[127]作为后处理

步骤，可在二次指派求解器的基础上学习多图匹配。此外，本节开发了额外技术

以稳定学习过程。这是首次在端到端的神经网络中学习多图匹配。

3.3.3 算法描述

本节将首先介绍神经图匹配网络（Neural Graph Matching, NGM），它具有
直接求解 Lawler 形二次指派问题的能力。其次介绍神经超图匹配网络（Neural
Hyper Graph Matching，NHGM），将神经网络求解器的应用范围扩展到了超图匹
配领域。最后，介绍神经多图匹配网络（Neural Multi-Graph Matching，NMGM），
将神经网络求解器的应用范围扩展到了多图匹配。图3-8总结了这些算法。

背景知识。图匹配神经网络 NGM实际求解了如下优化问题：对公式（3.1）
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多图匹配

Lawler's QAP (图匹配)

相似度矩阵 伴随图 图嵌入 二图匹配结果Sinkhorn

超图匹配

相似度张量 伴随超图 超图嵌入 联合匹配矩阵多图谱方法

NGM: 神经图匹配

NHGM: 神经超图匹配

NMGM: 神经多图匹配&

输入的图

CNN / 

SplineConv

输入图像 特征提取器

可选的

图 3-8 神经网络 QAP求解器（神经图匹配算法，NGM）概览。
Figure 3-8 Overview of our neural QAP solver named neural graph matching (NGM).

中的 Lawler's QAP，通过常见的双随机约束进行放松，

max J(S) = vec(S)⊤Kvec(S), (3.20)

s.t. S ∈ [0,1]n1×n2 , S1n2 = 1n1 , S⊤1n1 ≤ 1n2 .

其中 S是（部分）双随机矩阵，其所有行的总和为 1，所有列的总和 ≤ 1。双随

机矩阵是排列矩阵在连续域的松弛形式，为保证梯度存在，神经网络的输出必须

是连续的。图匹配问题中，对于相似矩阵 K ∈Rn1n2×n1n2，对角元素 Kia,ia代表了

G1 的节点 i和 G2 的节点 a的一阶相似度，而非对角线元素 Kia, jb 代表了 G1 的

边 i j和 G2的边 ab的二阶相似度。其中，ia实际上代表了K的第 i ·n2+a行、jb

实际上代表了 K的第 j ·n2 +b列。

如图3-9所示，通过所谓的伴随图 GA = (VA,EA)[34-35]，可以从一个全新的角

度来看待图匹配和二次指派问题。为了避免图和伴随图之间的歧义，作者将图
中的点称为“节点”，将伴随图中的点称为“顶点”。读者在阅读本节时应注意
区分这两个概念，因为它们将反复出现。图3-9(b)展示了分别具有相似度矩阵 K
和相似度张量 H的图匹配和超图匹配问题，与 (a)伴随图和 (c)伴随超图相对应。
图3-9(b)中的节点到节点匹配问题可以被表示为在伴随图上的顶点分类任务，伴
随图的边权可以由相似度矩阵表示。这一视角在过去的文献中被广泛采用，例如

图匹配的文献[34]和超图匹配的文献[123]。图3-9(d)展示了一个示例，从独立的图
到最终匹配结果：相似度矩阵 K是从独立的图构建的，匹配问题等价于在伴随
图上进行顶点分类。具有排列意识的图卷积和顶点分类器被用于伴随图上生成

顶点得分，接着进行矩阵变形和 Sinkhorn归一化以获得双随机矩阵。
伴随图的顶点 VA =V 1×V 2 编码了与排列矩阵 Xi,a 相对应的节点匹配候选，

因此向量化的匹配矩阵 vec(X) 等价于伴随图的顶点集。边 EA 表示两对对应关

系之间的一致性，(ia, jb) ∈ EA 由 Kia, jb 建模，相似矩阵 K的非对角部分等价于
伴随图的邻接矩阵。因此，二次指派问题可以转化为伴随图上的顶点分类问题，

这也是文献[34-35]的做法。在本文中，为了更好地利用一阶相似性，对角线元素
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图 3-9 机器学习 QAP/超图匹配求解器的形式化及完整流程介绍。
Figure 3-9 Formulation of machine learning QAP/hyper graph matching solver and
an illustration of the overall pipeline.

Kia,ia被视为顶点属性 VA。这种公式也可以推广到超图匹配问题，将边替换为超

边，如图 3-9(c)所示。伴随图中不会出现违反排列约束的边（例如在图 3-9(a)中，
顶点“1a”和“1c”之间没有边）。

神经图匹配网络 NGM。面向上一节介绍的问题形式和伴随图，基于图卷积
网络（Graph Convolutional Networks，GCN）[133]及具有排列意识的图嵌入模块，
即可通过顶点分类求解松弛后的 Lawler's QAP问题，即公式 (3.20)。顶点分类在
与相似度矩阵等价的伴随图上进行，并接着采用 Sinkhorn算法以添加排列约束。
根据现有的传统图匹配研究[34-35]，图匹配问题等价于在伴随图上进行顶点分类。

NGM可以接受原始图像（通过联合学习的 CNN和相似度函数）或相似度矩阵
（无 CNN及相似度函数）作为输入，并可端到端地从真值标签学习或通过纯优化
步骤学习求解 QAPLIB的问题。

从真实图像中构造相似度矩阵。NGM允许输入相似度矩阵或原始图像。此
处介绍的图像处理模块是可选的，被视为用于处理图像的特殊插件。如图 3-11的
上半部分所示，图像特征通过可学习的 CNN层（例如VGG16[128]）提取。与3.2节
类似，给定带有关键点标记的两个输入图像，采用CNN层提取VGG16的 relu4_2
和 relu5_1特征，拼接得到每个节点的特征 Ū1 ∈Rn1×d 和 Ū2 ∈Rn2×d，其中 d是
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图 3-10 矩阵 Ḡ,H̄和其他常用图表示方法的联系。
Figure 3-10 The connection between matrices Ḡ, H̄ and other common representa-
tions of graphs.

特征维度。然后在 Ū1, Ū2 上采用两次样条卷积 (SplineConv)6[147] 层产生精细化
的特征 F̄1 ∈Rn1×d，F̄2 ∈Rn2×d。SplineConv[147]是一种强大的图卷积操作符，利
用 B-Spline核将几何特征编码为节点特征。因此，SplineConv适用于图像匹配数
据集上的特征精炼。有关 SplineConv的详细信息，请参阅原始论文。边特征由特
征空间中两个节点之差得到：

X̄ = Ḡ1⊤F̄1− H̄1⊤F̄1, Ȳ = Ḡ2⊤F̄2− H̄2⊤F̄2, (3.21)

其中 Ḡ,H̄ 的定义如图 3-10 所示：两个图的连通性由 Ḡ1,H̄1 ∈ {0,1}n1×ne1 和

Ḡ2,H̄2 ∈ {0,1}n2×ne2 表示，其中 Ā1 = Ḡ1H̄1⊤, Ā2 = Ḡ2H̄2⊤ 是两个图的邻接矩

阵，Ḡi,k = H̄ j,k = 1表示边 k将节点 i连接到节点 j。

此外，图像特征提取网络还包含一个分支，通过对 relu5_3层的输出进行最
大池化产生全局特征。来自两个图的池化全局特征随后被拼接起来，传递到一个

全连接 (fc)层，通过 tanh激活函数，产生全局特征 ḡ ∈ Rd：

ḡ = tanh(fc([ḡ1 ḡ2])), (3.22)

其中 [ · · ]表示拼接。节点特征和边特征分别对应有独立的 ḡnode, ḡedge。基于加
权内积，通过使用 ḡ作为权重，构建节点相似度矩阵 Kp ∈ Rn1×n2 和边相似度矩

6SplineConv在其原始论文[147]中被称为 SplineCNN。不过，术语“CNN”通常代表图像上的
卷积，而 SplineCNN是在图上的卷积。本文将其写作 SplineConv，以避免歧义。
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图 3-11 用于求解二图匹配问题的 NGM神经网络结构。
Figure 3-11 Network structure of NGM to solve two-graph matching problem.

阵 Ke ∈ Rne1×ne2：

Ke = X̄ diag(ḡnode) Ȳ⊤, Kp = F̄1 diag(ḡedge) F̄2⊤. (3.23)

QAP的相似度矩阵是根据 K的分解式构建的[148]：

K = diag(vec(Kp))+(Ḡ2⊗ Ḡ1)diag(vec(Ke))(H̄2⊗ H̄1)⊤, (3.24)

其中 diag(·)表示从输入向量构建对角矩阵，⊗表示 Kronecker积。所有上述操作
都允许反向传播。

伴随图构建。从相似度矩阵 K中可以得到伴随图。伴随图的带权邻接矩阵
W来自于K的非对角线元素。将 v(k) ∈Rn1n2×lk 表示为第 k层（从 k = 0开始）的

lk 维节点嵌入。在 k = 0时刻，初始嵌入特征是标量，即 l0 = 1，取自 K的对角
线。

Wia, jb = Kia, jb, v(0)ia = Kia,ia, (3.25)

W包含了伴随图中的连通性和权重信息。如果一阶相似度 Kia,ia不存在，可以为

所有 v(0)分配一个常数。
具有排列意识的伴随图嵌入。如图 3-9所示，图匹配问题等价于在伴随图中

选择对应的顶点。由于 GCN在图学习任务中展现出了简单且有效的优势，本节
采用了 GCN[133]作为基础架构对伴随图上的顶点进行分类。定义伴随图的（无

权）邻接矩阵为 A ∈ {0,1}n1n2×n1n2，其中如果 Kia, jb > 0，则 Aia, jb = 1，否则为

Aia, jb = 0。Aia, jb表示伴随图中顶点 ia和 jb之间是否存在一条边。回想一下，顶

点 ia表示 G1 的节点 i和 G2 的节点 a之间的匹配（见图 3-9）。在伴随图中，当
且仅当 i匹配到 a、 j匹配到 b可以共存，且边 i j和边 ab分别在存在于 G1、G2

时，伴随图中 ia和 jb之间才存在一条边。由于 A是对称的，作者计算它的度作
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为归一化矩阵：

D = diag(A1n1n2). (3.26)

顶点特征更新的步骤如下所示：

m(k) = D−1W fm(v(k−1))+ fv(vk−1), v(k) = m(k), (3.27)

其中，消息传递函数 fm : Rlk−1 → Rlk 和顶点自更新函数 fv : Rlk−1 → Rlk 均通过具

有两个全连接层和 ReLU激活函数的网络来实现。
上述的顶点嵌入过程在公式 (3.27)中并没有考虑排列型问题的约束。为此，

作者开发了一个具有排列意识的嵌入模型：在每一层中，通过分类层和 Sinkhorn
层得到一个双随机矩阵，Classifier : Rn1n2×lk → [0,1]n1×n2，接着进行向量化 vec(·)。
预测的双随机矩阵被拼接到顶点嵌入中，从而在嵌入层中考虑排列约束。调整网

络层的输出维度以容纳新的嵌入信息 fm, fv : Rlk−1 → R(lk−1)，这种具有排列意识

的嵌入算法在本文中被称为 Sinkhorn嵌入。

v(k) = [m(k) vec(Classifier(m(k)))], (3.28)

其中 [ · · ]表示拼接。本节的实验中比较了式 (3.27)中的普通节点嵌入方法和
式 (3.28)中具有排列意识的 Sinkhorn嵌入方法，以验证添加排列约束的必要性。
基于 Sinkhorn层的节点分类。由于图匹配等价于关联图上的顶点分类（见

图 3-9），因此采用带有 Sinkhorn网络的顶点分类器来预测匹配结果。具体而言，
使用一个单层全连接分类器 fc : Rlk → R，随后采用指数激活函数和熵正则化系
数 τ:

s(k)ia = exp

(
fc(v

(k)
ia )

τ

)
. (3.29)

将分类得分变形为 Rn1×n2 后，通过 Sinkhorn网络层[113,149]将一对一匹配的

排列约束添加至 s。如3.2.3所讨论的，Sinkhorn层可以将非负方阵作为输入并输
出双随机矩阵[113,134]。由于不同图的大小不同，得分矩阵可能是非正方形的，需

要将输入矩阵 S ∈Rn1×n2 填充为一个方形矩阵（假设 n1 ≤ n2）并用虚拟元素（例

如 ε = 10−3）填充。3.2节已讨论过，Sinkhorn算子完全可微分，并且可以通过自
动微分技术[135]进行高效实现。本节所提出的带有 Sinkhorn网络的顶点分类器通
过以下表示 Classifier : Rn1n2×lk → [0,1]n1×n2，它也在公式 (3.28)中被提及。

端到端训练的损失函数。对于存在监督信号的情况，可以采用3.2节中介绍
的排列损失函数进行监督训练：

Lperm =−
n1

∑
i=1

n2

∑
a=1

Xgt
i,a logSi,a +(1−Xgt

i,a) log(1−Si,a). (3.30)
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图 3-12 超图匹配考虑的三阶相似度
Figure 3-12 Third-order affinity adopted in hypergraph matching.

此外，NGM方法还允许直接优化QAPLIB问题的目标函数，这将在实验中（3.3.4节）
详细讨论。以上讨论的所有组件都是可微的。因此，NGM求解器和可选的 CNN
特征提取器都可以通过反向传播和梯度下降进行学习。

神经超图匹配网络 NHGM。神经超图匹配（NHGM）利用高阶结构进行更
加鲁棒的匹配。NHGM与 NGM的流程几乎相同，面向超图中的顶点分类采用了
一种更一般的消息传递方式，例如[150-151]。由于计算代价的爆炸性增长（随着阶

数 t 的增加，参数复杂度为O((n1n2)
t)），本文将超图限制为三阶，这也与大多数

现有工作[121,123]保持一致。此外，本方案在技术上具有推广到任意阶的灵活性。

构造伴随超图。在超图匹配中，二阶的相似度矩阵K扩展到了 t阶的相似度

张量 H⟨t⟩。本节中，超图相似度在高维特征空间中计算得到，其定义如图 3-12所
示。作者将图 3-12中的平面视为由 F̄1和 F̄2构成的特征空间，图 3-12中的每个
点代表具有特征的节点。第三阶相似度张量被定义为特征空间中角度的差异：

H⟨3⟩ω1,ω2,ω3 = exp

(
−

(
3

∑
q=1
|cosθ 1

ωq
− cosθ 2

ωq
|

)
/σ3

)
. (3.31)

上述超图相似度的灵感来自于现有的超图匹配工作[121,123]，现有的超图相似度

更多地来自几何信息。除了利用几何信息，本节的超图相似度还可以在高维特征

空间中计算得到。

与二阶的伴随图类似，基于 H 可以构建一个伴随超图 (association hyper-
graph)。伴随超图HA = (VA,EA)将待匹配的节点 ω = (V 1

i ,V
2
j )视为顶点 VA（这与

二阶的伴随图一致），而将 (V 1
ω1
,V 2

ω1
), · · · ,(V 1

ωt
,V 2

ωt
)中的高阶相似性作为超边 EA，

如图 3-9(c)所示。H的元素对应到伴随超图的邻接权重。在 NHGM中，作者定
义了超图卷积来进行顶点分类。

具有排列意识的伴随超图嵌入。作为式 (3.27)的扩展，顶点嵌入在伴随超图
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中连接的所有顶点之间进行更新。首先计算用于归一化的 t 阶张量：

D⟨t⟩ −1
ω1,··· ,ωt = A⟨t⟩ω1,··· ,ωt/(A

⟨t⟩⊗2 1 · · ·⊗t 1)ω1 , (3.32)

接着采用扩展自公式 (3.27)的特征更新方式:

p(k) = f ⟨t⟩m (v(k−1)), H⟨t⟩′ = (D⟨t⟩ −1⊙H⟨t⟩)t+1,

m(k) = ∑
t

λt H⟨t⟩′⊗t p(k) · · ·⊗2 p(k)+ fv(v(k−1)),

v(k) =
[
m(k) vec(Classifier(m(k)))

]
,

(3.33)

其中，⊗i 表示按维度 i进行张量乘法（参见公式 (3.4)），⊙表示逐元素的乘法，
(·)t+1 表示沿着 (t + 1)维度进行扩展。 f ⟨t⟩m : Rlk−1 → R(lk−1) 是第 t 阶的信息传递

函数。通过 λt 的加权求和融合不同阶的特征。

NHGM的其他模块，包括分类器和排列损失函数，与NGM相同。因此，NGM
可以被视为 NHGM的特殊情况，其中阶数被限制为 2。在具体实现中，H的稀
疏性也被用于提高时间和内存效率。

神经多图匹配网络 NMGM。本节还探索了学习多图匹配，其中信息通过循
环一致性（cycle-consistency）在多图之间进行融合。循环一致性的定义是，任
意两个图的匹配关系在经过第三图传递后仍然是一致的，即对于任意 i, j,k，有

Xi j = XikXk j。这可以被看作每个图通过 Xi ∈ {0,1}n×n匹配到一个大小为 n的中

心集上。Gi 和 G j 之间的匹配可以用 Xi j = XiX⊤j 表示。目前，学术界已经有一
系列基于初始匹配的多图匹配工作[125,127,152-153]。由于其有效性、简单性以及支

持端到端训练的能力，NMGM使用了谱方法[127]。本节假设所有图的大小相同。

构造联合匹配矩阵。首先通过 NGM获取初始的二图匹配，以构建一个对称
的联合匹配矩阵 S ∈ Rnm×nm（joint matching matrix）。对于每一对 n个节点的图

Gi 和 G j，Si j ∈ [0,1]n×n 是由 NGM计算的双随机矩阵。对于 m个图，可以在两

两匹配的基础上构建 S：

S =


S00 · · · S0m
... . . . ...

Sm0 · · · Smm

 . (3.34)

对于 S的对角部分，Sii都是单位矩阵。所有 Si j都是方阵。谱方法的目标是获得

一个具有循环一致性的联合匹配矩阵 Ŝ，其与 S的内积被最大化：

max
Ŝ

= tr(Ŝ⊤S). (3.35)

为确保循环一致性，可以选择任意一个图 k作为中心集，省略 k的下标，将 Ŝ分
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解为相对于中心集的匹配：

ÛÛ⊤ = Ŝ, where Û =


Ŝ0
...

Ŝm

 . (3.36)

在理想条件下，所有 Ŝi都是排列矩阵，Û的每一列都是线性无关的，Û/
√

m是 Ŝ

的 m个特征值为 m的特征向量。由于计算复杂度，Ŝi 中的排列约束被放松，因

此公式 (3.35)变成了一个广义瑞利问题（generalized Rayleigh problem），并通过
谱方法求解，具体如下所示。

可微分的多图匹配方法——谱方法。多图匹配可以通过对 S 进行特征向量

分解（即谱方法）来实现。基于广义瑞利问题，在每个图中给定 n个节点，提取

对称矩阵 S的前 n个特征值所对应的特征向量：

U Σ U⊤ = S, (3.37)

其中对角矩阵 Σ ∈ Rn×n 包含前 n个特征值，U ∈ Rmn×n 是对应的 n个特征向量。

过去工作已经证明特征向量分解是可微的[154]，这使它们能够成为端到端深度

学习框架中的组件。基于 S 的多图匹配问题将会输出如下结果，可以看作对公

式 (3.35)的松弛解：
Ŝ = m U U⊤. (3.38)

公式 (3.37)中特征向量分解的梯度是[154]

∂L
∂S

= U

4m

Y⊤⊙

(
U⊤
(

∂L
∂ Ŝ

)
sym

U

)
sym

U⊤,

where Yi j =

{
1/(σi−σ j) i ̸= j

0 i = j
(3.39)

其中 L表示损失函数，⊙表示逐元素乘法，Asym = (A+A⊤)/2，σi = Σii表示第 i

个特征值。根据这个反向传播公式，如果存在相同的特征值，即当 i ̸= j且 σi = σ j

时，将会在反向传播中出现除以 0的数值错误。特别地，当输入 S已经满足循
环一致性（即 Si j = SikSk j）时，经常会出现此问题——在这种情况下，多图匹配

结果与原始匹配结果几乎相同。为避免数值错误，可以在这种情况下跳过特征分

解，直接赋值 Ŝi j = Si j。在具体算法中，如果前 n个特征值中的残差小于 δ，例如
δ = 10−4，即可跳过特征分解。实验发现，这种策略可以有效地稳定学习过程。
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最终的匹配结果通过再次调用 Sinkhorn算法得到：

S̄i j = Sinkhorn

(
exp

(
Ŝi j

τ̂

))
(3.40)

其中经过多图匹配处理后的结果 Ŝi j 来自矩阵 Ŝ，exp(· /τ̂)为 Sinkhorn算法提供
了熵正则项[114]。和二图匹配的监督类似，公式 (3.15)介绍的排列损失函数可作
用于所有的 S̄i j。

进一步讨论。
学习排列型组合优化的问题结构。作者认为，本节介绍的神经网络求解器的

内在工作模式实际上学习了二次指派问题的基本结构。由于二次指派问题与伴

随图之间的联系，Lawler's QAP的原始数学形式被转化为了现代深度学习模型可
处理的结构。问题结构由图神经网络学习，从而化简成了可通过 Sinkhorn算法
可微求解的线性指派问题。与本节类似，文献[54]考虑了一些图上的组合优化问

题，其中问题结构通过 GNN学习、简化，并通过贪心的形式求解。
具有排列意识的图嵌入。本节介绍了具有排列意识的 Sinkhorn 嵌入方法，

可以在浅层的图嵌入中添加排列约束。不然，排列约束直到最后的输出层——

Sinkhorn层才会被考虑。过去的研究已经证明，更早地考虑排列信息对非学习的
求解器 (RRWM[34] vs SM[35])和基于学习的求解器 (PCA-GM vs PIA-GM，3.2节)
都是有效的。本节通过仿真实验和在真实图像上的消融实验揭示了 Sinkhorn嵌
入的重要性；此外，通过引入多头 Sinkhorn嵌入可以进一步提高性能，但会带来
额外的计算量。

在优化问题中引入 Gumbel 采样。作为一种常见的后处理步骤，匈牙利算
法[10]以确定性的方式将双随机矩阵 S转换为一个排列矩阵 X。从概率的角度看，
S代表了在排列矩阵空间上的分布，监督学习中的排列损失函数最小了化概率 S
和真实分布 Xgt 之间的距离。匈牙利算法选择了概率最高的排列矩阵。在处理模

式识别、计算机视觉领域的匹配时，这种贪心策略是成功的。然而，在优化目标

函数时，分布内很可能存在一个更好的解。因此，本节采用Gumbel-Sinkhorn[149]，
将公式 (3.29)替换为

s(k)ia = exp

(
( fc(v

(k)
ia )+g)
τg

)
, (3.41)

随后采用标准的 Sinkhorn算法进行处理。其中，添加的噪声 g从标准的 Gumbel
分布中采样，其累积分布函数（cumulative distribution function，CDF）是

G(x) = e−e−x
, (3.42)

该公式代表了一种极端值的分布。通过公式 (3.41)，可以从原始分布中采样得
到更稀疏的双随机矩阵，重复采样可以得到一批双随机矩阵。这些矩阵接下来
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表 3-8 总结：3.3节提出的所有方法及其变体。
Table 3-8 Notation of all proposed methods and their variants in Sec 3.3.

模型名称 求解能力 介绍

NGM QAP/二图匹配 3.3.3节介绍的神经图匹配模型
NHGM 超图匹配 3.3.3节介绍的神经超图匹配模型
NMGM 多图匹配 3.3.3节介绍的神经多图匹配模型

NGM-V QAP/二图匹配 将 NGM的 Sinkhorn嵌入 (3.28)替换为普通嵌入 (3.27)
NGM-MH QAP/二图匹配 具有多头（8头）Sinkhorn嵌入的 NGM模型
NGM-SF 多图匹配 训练完毕的 NGM模型配合非学习的多图谱方法
NGM-GX QAP/二图匹配 利用 Gumbel-Sinkhorn采样 X次，返回目标函数最优的解

通过匈牙利离散化，计算目标分数并选择其中的最优解作为最终解。通过调整

Gumbel采样次数，可以平衡探索程度和计算速度。Gumbel分布在排列型组合优
化的理论、应用将在3.4节进一步阐述。

3.3.4 实验分析

本节的实验测试了两种 Lawler's QAP优化场景：1）仿真的点配准实验，它
以相似度矩阵/相似度张量作为输入；2）QAPLIB中来自真实世界的大规模 QAP
问题，其中神经网络学习如何最小化目标函数。本节还测试了神经网络求解器在

Lawler's QAP的视觉应用场景，即学习图像关键点的 CNN特征并在真实图像上
进行匹配。

本节还进行了超图匹配和多图匹配的测试，以评估 NHGM和 NMGM的表
现。基于 PyTorch实现的 NGM、NHGM、NMGM包括一个三层 GNN，其中隐
层特征维度 l1 = l2 = l3 = 16。其他的超参数设置为 τ = τ̂ = 0.05,λ2 = 1,λ3 = 1.5。

批（batch）的大小设置为 8。NGM、NHGM和 NMGM使用 Adam优化器进行训
练[155]。详细的学习率配置在详细实验部分列出。表 3-8总结了本节提出的所有
方法及其变体。

仿真数据上的纯 QAP优化。仿真实验的任务是对二维平面上随机生成的点
集进行匹配，作者与其他非学习的图匹配求解器进行了比较。每次试验生成了 10
组坐标在平面 U(0,1)×U(0,1)内的点集。通过添加 U(1−δs,1+δs)的随机缩放

和随机噪声N(0,σ2
n )，得到扰动后的仿真点集。从每个点集中，采样 200个图用于

训练、100个图用于测试，共得到 2,000个训练样本和 1,000个测试样本。假设图
结构对于图匹配求解器是未知的，实验采用德罗内（Delaunay）三角剖分构建参
考图，目标图（可能包含外点）具有全连接的结构。外点也是从U(0,1)×U(0,1)

中随机采样。默认情况下，有 10个内点、没有外点，δs = 0.1,σn = 0。实验中，

对所有方法构造了相同的相似度矩阵，即不同方法求解的 Lawler's QAP相同。需
要注意的是，本实验直接学习输入的相似度矩阵/相似度张量，不学习任何相似
度函数。GMN[16]、PCA-GM（3.2节）等现有的图匹配机器学习方法均不支持这
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图 3-13 基于不同的扰动 σn,δs和外点数目的仿真实验结果。
Figure 3-13 Synthetic test by varying deformation σn,δs and number of outliers.

一实验设定，因此它们没有出现在对比方法中。

由于现有的学习方法[16,146] 不能处理给定相似度矩阵的 Lawler's QAP问题，
本实验主要比较非学习的QAP求解方法：1) SM[35]将图匹配视为聚类，通过谱方

法求解；2) RRWM[34]采用随机游走和跳跃方法来进行图匹配；3) IPFP[87]通过整
数投影迭代地改进给定的解；4) PSM[156]通过概率视角改进了SM；5)GNCCP[157]是
用于图匹配的凸凹路径跟随方法；6) BPF[142] 通过分支切换改进了路径跟随技
术，在图匹配上达到了最先进的性能。此外，超图匹配算法 7) RRWHM[123] 将

强大的 RRWM扩展到超图场景。为了处理超图匹配，RRWHM跟随文献[123]将

二阶相似度整合到了三阶张量中。在这个实验中，二阶的相似度定义为 Kia, jb =

exp
(
−(fi j− fab)

2/σ2
2
)
，其中 fi j 是边 i j 的长度。根据经验，设定 σ2

2 = 5× 10−7。

第三阶相似度模型遵循公式 (3.31)，其中 σ2
3 = 0.01。

为了公平地比较计算效率，实验使用 GPU 重新实现了原理上支持并行的
SM、RRWM和 RRWHM求解器，这比它们在单线程 CPU上的原始版本效率更
高。其他方法由于涉及迭代计算和复杂的分支策略，不适合用 GPU实现。因此，
实验比较了文献[142]发布的 CPU版本。NGM-V、NGM-MH、NGM-SF的定义可
见表3-8。仿真实验中，学习率从 10−2开始，每 5,000步降低 10倍。多图匹配算
法默认同时匹配 4个图。匈牙利算法[10]被用作共同的离散化方法。

结果和分析。图 3-13(a-c)表明，本节提出的 NGM在匹配精度上与目前最先
进的求解器相当，并且在严重的随机缩放情况下可以超越传统求解器（如图 3-
13(b)）。多头的 Sinkhorn 嵌入模型 NGM-MH 进一步提高了匹配精度。在第三
阶相似度的帮助下，NHGM在面对噪声、缩放和外点的鲁棒性上表现出最优的
性能。与非学习的超图匹配 RRWHM[123] 相比，NHGM在存在外点的情况下与
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图 3-14 基于不同图数目/外点数目的仿真实验结果。
Figure 3-14 Synthetic test by varying number of graphs/outliers.

RRWHM表现相当，如图 3-13(c)所示。而在图 3-13(a&b)中，NHGM对噪声和
缩放更加鲁棒。

通过融合多个图的匹配信息，NMGM稳定地提升了NGM，并且在图 3-14(a)
中展示了通过引入更多图来学习联合匹配的必要性——NMGM的性能显著优于
NGM-SF，而后者的权重来自在二图匹配问题上训练的 NGM模型。如图 3-14(b)
所示，NGM、NGM-V和 NGM-MH属于最快的图匹配算法。由于高效的 GPU并
行化，NHGM比最先进的非学习方法 PSM[156]和 BPF[142]还要快。作为对比，传
统的超图匹配算法如 RRWHM[123]通常比二阶图匹配慢得多，并且不可扩展到更

大的问题规模。

图 3-13(d-f) 报告了通过二图匹配方法求解 QAP 的目标函数值。有趣的是，
相对于较高的准确度，学习求解器的目标函数值相对较低。正如在3.3.2节讨论的
那样，QAP目标函数在噪声条件下可能存在偏差，即 QAP的最优解可能与真实
匹配不符。本节的机器学习求解器在监督信号的引导下忽略了相似度矩阵中的

噪声。这种现象在匹配真实世界图像时变得更加严重，基于学习的求解器的优势

变得更加明显，详细情况将在稍后的真实图像任务中展示。

通过 NGM-V和 NGM之间的精度差距可以看出具有排列意识的 Sinkhorn嵌
入的有效性。在 NGM-MH中通过多头 Sinkhorn嵌入实现了进一步提升，特别是
在随机缩放的情况下，如图 3-13(b)所示。特别地，没有 Sinkhorn嵌入的 NGM-V
的工作方式类似于 SM，嵌入过程不考虑排列约束，而它们的表现也非常接近；
另一方面，基于 Sinkhorn嵌入的 NGM和 NGM-MH在概念上类似于 RRWM，它
们都试图在浅层网络考虑排列约束。它们的性能也非常接近。

真实世界QAP问题的机器学习求解。NGM可以求解最通用的 Lawler's QAP
问题，该问题具有视觉领域之外广泛的应用场景。在 QAPLIB[158]数据集上进行
的实验评估展示了 NGM学习优化 QAP目标函数的能力（在图匹配中，目标函
数应该被最大化，而在 QAP中是最小化）。QAPLIB包含了 15个类别、134个来
自真实世界的 QAP问题，例如规划医院的设施布局[159]。问题大小 n1 = n2 = n，

其范围从 12到 256。本文的实验在 133个实例上进行，其中 12 ≤ n ≤ 150。最

具挑战性的 tai256c问题对目前的计算机来说复杂度太高了（存储中间结果需要
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图 3-15 性能最好的 NGM-G5k与其他非学习求解器在归一化目标函数下的对比
（越低越好）。
Figure 3-15 Normalized objective score (lower is better) of our best-performing
NGM-G5k against learning-free QAP solvers.
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图 3-16 所有 NGM变种在归一化目标函数下的对比（越低越好）。
Figure 3-16 Normalized objective score (lower is better) comparing different NGM
variants.

275GB显存）。将损失函数设置为 QAP的目标函数，并保持模型架构不变，作者
制定了一个优化任务，使目标函数最小化：

Lob j = vec(S)⊤Kvec(S) (3.43)

其中，S是 NGM Sinkhorn层的输出。当达到最优的 Lob j 时，学习得到的 S是原
始 QAP问题在双随机松弛下的解。为了探索可行域的其他部分，实验在测试中
采用了 Gumbel-Sinkhorn方法。

QAPLIB问题的命名规则如下：前缀是问题类别，即提出问题的作者名字缩
写，后面的数字表示问题的规模。如果有多个相同规模的问题，QAPLIB会添加
字母后缀以进行区分：

bur
作者名

— 26
问题规模

— a
后缀（可选）

实验为所有具有相同前缀（即来自相同类别）的问题训练一个网络，因为它们通

常具有相同的结构（例如，所有的 bur问题都是键盘布局设计问题）。同一类别
的问题的规模可能会有所不同（例如，esc问题的规模从 16到 128不等）。

实验结果由归一化的目标函数表示。为了简洁、直观，归一化的目标函数
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图 3-17 运行时间（对数尺度）与问题规模（每个图的节点数目）之间的关系。
Figure 3-17 Run time (log-scale) against problem size i.e. number of nodes for each
graph.

基于最新的在线测评结果7中的上界（原始上界）计算，并面向基准方法谱匹配

（SM）[35]进行归一化：

归一化分数=
求解的目标函数−目标函数上界
SM目标函数−目标函数上界

(3.44)

实验对标准的 NGM模型和具有不同 Gumbel采样数量的 NGM（NGM-GX，X=
样本数）性能进行了验证。学习率初始化为 10−4，每 5,0000步降低 10倍。批的
大小设置为 1，Gumbel Sinkhorn的正则化参数 τg = 1。实验公平地比较了 NGM
方法与GPU实现下的 RRWM[34]和 SM[35]，并提供了 Sinkhorn-JA的结果[143]（在

Intel Xeon CPU @ 2.40 GHz 上运行）。对于文献[143]中缺失的问题，作者假设

Sinkhorn-JA未能取得任何可行解，因为原始论文中没有解释部分问题结果缺失
的原因。

结果和分析。在图 3-15中，本节的方法超过了 RRWM[34]和 SM[35]，并且在

与最先进的 Sinkhorn-JA[143]比较中表现出色。由于不存在基于学习的 QAP求解
器，实验只比较了非学习方法。图 3-16验证了 Gumbel采样的有效性，其中基于
Gumbel的 NGM-G5k始终优于确定性的 NGM，而后者总是通过匈牙利算法选择
概率最高的排列。随着采样数量的减少，基于 Gumbel的方法的性能逐渐退化。
这表明，对采样空间进行更多的探索可以提高解的质量。

进一步的评测结果如表 3-9和图 3-17所示。通过学习和 Gumbel采样，本节
的 NGM-G5k在 133个实例中有 72个实例找到了最佳解，而非学习的最先进求
解器 Sinkhorn-JA[143]在 46个实例上表现更好。这个结果表明，相比于传统的求
解器，基于学习的求解器例如 NGM可以适应更广泛的问题。更重要的是，表现

7http://anjos.mgi.polymtl.ca/qaplib/inst.html
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表 3-9 在所有 QAPLIB问题上，达到最佳性能的频次统计。
Table 3-9 Best-performing occurrence count on QAPLIB among all instances and all
tested solvers.

问题类别 bur chr els esc had kra lipa nug rou scr sko ste tai tho wil 总计

问题总数 8 14 1 19 5 3 16 15 3 3 13 3 25 3 2 133

SM[35] 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
RRWM[34] 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9

Sinkhorn-JA[143] 0 14 1 1 0 0 15 4 1 0 1 0 7 1 1 46
NGM 0 0 0 1 0 2 0 5 0 0 0 3 1 0 0 12

NGM-G5 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
NGM-G50 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 2
NGM-G500 1 0 0 3 0 0 0 1 1 0 5 0 1 0 0 12
NGM-G5k 8 1 0 11 5 3 1 10 1 3 7 2 17 2 1 72

表 3-10 QAPLIB中，若干统计量和 NGM-G5k、Sinkhorn-JA的 gap（公式 (3.45)）
之间的皮尔森相关系数。
Table 3-10 Pearson correlation coefficient between the listed statistics in QAPLIB
and the corresponding gap (Eq. (3.45)) of NGM-G5k and Sinkhorn-JA.

nz nz/n4 (sparsity) Kstd/Kmax dmin/K̄ dmax/K̄ dstd/K̄ dmax/d̄ dstd/d̄

gap(NGM-G5k) 0.130 0.631 0.212 -0.222 0.230 0.286 0.230 0.280
gap(Sinkhorn-JA) 0.270 0.545 -0.090 -0.220 0.291 0.355 0.291 0.475

gapNGM−gapSJA -0.184 -0.121 0.234 0.071 -0.137 -0.163 -0.137 -0.288

最佳的神经网络 NGM-G5k比 Sinkhorn-JA快一个数量级，并且通过调整 Gumbel
方法的采样数量可以平衡解的质量和计算开销。最后，图 3-18中的混淆矩阵展示
了在不同实例之间的泛化能力，其中 NGM-G5k在 y轴的实例上进行了训练、在
x轴的实例上进行测试。更深的颜色、更低的目标函数代表了更好的性能。NGM
模型可以有效地泛化到不同问题规模且未在训练中见过的问题实例。总之，机器

学习 QAP求解器在 QAPLIB上实现了最佳的准确性和速度的权衡，并且可以在
不同问题之间进行泛化。

如表 3-9和图 3-15所示，非学习的 Sinkhorn-JA[143]和机器学习的 NGM-G5k
在 QAPLIB的不同类别上表现更好，例如 Sinkhorn-JA在 chr和 lipa类上表现更
好，而机器学习方法在 bur、esc、nug、scr和 tai类上更具优势。本文对此开展
了一些统计研究，以发现模型表现和问题结构之间的关系，以期为未来的机器学

习和非学习的求解器研究提供启示。

对于每个问题，作者从每个实例的相似度矩阵中统计了一些指标：问题规模

n，平均值 K̄，最小值 Kmin，最大值 Kmax，标准差 Kstd，零元素数量 nz，平均度

数（伴随图的度）d̄，最小度数 dmin，最大度数 dmax 和度的标准差 dstd。算法的
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图 3-18 用于测试 QAPLIB问题上泛化能力的混淆矩阵。
Figure 3-18 Generalization test by confusion matrix for QAPLIB.

表 3-11 NGM等方法 Pascal VOC关键点数据集（无外点）的匹配精度 (%)。
Table 3-11 Matching accuracy (%) of NGM on Pascal VOC Keypoint (no outliers).

图匹配方法 平均

GMN[16] 41.6 59.6 60.3 48.0 79.2 70.2 67.4 64.9 39.2 61.3 66.9 59.8 61.1 59.8 37.2 78.2 68.0 49.9 84.2 91.4 62.4
PCA-GM (3.2节) 49.8 61.9 65.3 57.2 78.8 75.6 64.7 69.7 41.6 63.4 50.7 67.1 66.7 61.6 44.5 81.2 67.8 59.2 78.5 90.4 64.8
IPCA-GM (3.2节) 53.8 66.2 67.1 61.2 80.4 75.3 72.6 72.5 44.6 65.2 54.3 67.2 67.9 64.2 47.9 84.4 70.8 64.0 83.8 90.8 67.7

CIE-H[77] 49.9 63.1 70.7 53.0 82.4 75.4 67.7 72.3 42.4 66.9 69.9 69.5 70.7 62.0 46.7 85.0 70.0 61.8 80.2 91.8 67.6
LCS[103] 46.9 58.0 63.6 69.9 87.8 79.8 71.8 60.3 44.8 64.3 79.4 57.5 64.4 57.6 52.4 96.1 62.9 65.8 94.4 92.0 68.5

BBGM[82] 61.9 71.1 79.7 79.0 87.4 94.0 89.5 80.2 56.8 79.1 64.6 78.9 76.2 75.1 65.2 98.2 77.3 77.0 94.9 93.9 79.0

NGM 61.8 71.2 77.6 78.8 87.3 93.6 87.7 79.8 55.4 77.8 89.5 78.8 80.1 79.2 62.6 97.7 77.7 75.7 96.7 93.2 80.1
NHGM 59.9 71.5 77.2 79.0 87.7 94.6 89.0 81.8 60.0 81.3 87.0 78.1 76.5 77.5 64.4 98.7 77.8 75.4 97.9 92.8 80.4

表现通过求解得到的目标函数与上界的 gap来表示：

gap =
求解的目标函数−目标函数上界

求解的目标函数
(3.45)

gap表示当前方法相较已知的最优解（通常在极高的复杂度下求解得到）可以提

高的百分比。皮尔森（Pearson）相关系数 r计算每个 gap和相应统计量之间的相

关性，以及一些有意义的统计量组合。表 3-10列出了 |r| ≥ 0.2的项目，其中正相

关意味着对求解器的性能有负面影响，因为较低的 gap更好。表 3-10还包含了
统计量和两种方法 gap之差的相关性。

在表3-10的前两列中，更高的稀疏性（nz/n4，相似度矩阵中零元素的比例）、

更多的零元素 nz会使 QAP问题变得更难。然后，归一化的标准差 Kstd/Kmax对

NGM-G5k表现出一些微弱的负面影响，但对 Sinkhorn-JA的影响很小。在最后
五列中，两种方法都受到伴随图更高度数的影响，而 Sinkhorn-JA似乎对度数的
归一化标准差 dstd/K̄、dstd/d̄ 更敏感。总之，稀疏性是 NGM-G5k（其中消息传
递路径被阻塞）和 Sinkhorn-JA（难以找到更紧的下界）的关键挑战。此外，与伴
随图学习相结合的学习可以抑制度数的波动。未来的改进方向可能包括设计更

高容量的图学习模型、针对稀疏伴随图设计全局通信机制等。
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图 3-19 NGM方法在 Pascal VOC关键点数据集上的泛化性实验。
Figure 3-19 Generalization study of NGM on Pascal VOC Keypoint dataset.

在真实图像上联合学习 CNN和 QAP求解。本节的匹配网络允许使用原始
图像输入，其中包括一个卷积神经网络（见图 3-11）。用于评测的 Pascal VOC关
键点数据集和Willow ObjectClass数据集已在3.2节中介绍。
在 Pascal VOC关键点数据集上的结果。这个真实图像数据集[137]包含了 20

个具有关键点标签的实例类别。此处遵循3.2节的实验方法，将带有内点位置的
图像输入模型进行关键点匹配。Pascal VOC关键点是一个颇具挑战性的数据集，
因为物体可能因其尺度、姿态和照明而变化，每个图像中的关键点数量从 6到
23不等。由于 NMGM的多图匹配机制需要保证图之间的节点数量相同，没有在
Pascal VOC关键点数据集上测试 NMGM。

遵循文献[16]和3.2节的实验设定，删除了匹配无意义且标注质量低的图像，
最终共有 7,020个训练样本和 1,682个测试样本被用于实验。在将物体沿着其边
界框裁剪并调整为 256×256大小后，再输入网络。如3.3.3节所讨论的，作者采用
VGG16主干网络[128]，并从不同 CNN层抽取特征构造相似度矩阵：使用 relu4_2
来表示节点特征，使用 relu5_1来表示边特征，使用 relu5_3来表示全局特征。
实验中，VGG16 模块的学习率设置为 2× 10−3，其他模块设置为 2× 10−5。对

于两幅图片，其中一个图结构采用德罗内三角剖分构建，另一个图采用全连接。

NHGM的三阶相似度参数设置为 σ3 = 10−4。

实验比较了通过机器学习学习构建图匹配相似度函数的方法：GMN[16],PCA-
GM（3.2节）, LCS[103], BBGM[82]。值得注意的是，BBGM[82]原论文中使用的实

验设定比本文的实验设定更简单，因为他们过滤掉了超出边界框的关键点，而本

文没有。对此，本文作者重新实现了 BBGM[82]以适应本文的实验设定，因此本

文中报告的 BBGM的精度略差于 BBGM的原始论文。
表3-11中的结果表明，在将 CNN 特征和 QAP 求解器联合训练的帮助下，

NGM和 NHGM在大多数类别上超过了其他方法，特别是在平均准确度方面表
现最佳。与3.2节的 PCA-GM方法相比，由于更换了更强的特征提取网络、并显
式地构造了二阶相似度，NGM的匹配精度更高。此外，NGM在准确度方面超过
了现有最先进的 BBGM方法，这并不奇怪，因为 NGM和 BBGM共享相同的特
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表 3-12 NGM等模型在 Willow ObjectClass数据集上的匹配精度 (%)
Table 3-12 NGM matching accuracy (%) on Willow ObjectClass dataset.

图匹配方法 图数目 car duck face m-bike w-bottle 平均精度

GMN[16] 2 67.9 76.7 99.8 69.2 83.1 79.3
PCA-GM (3.2节) 2 87.6 83.6 100.0 77.6 88.4 87.4
IPCA-GM (3.2节) 2 90.4 88.6 100.0 83.0 88.3 90.1

BBGM[82] 2 96.8 89.9 100.0 99.8 99.4 97.2
LCS[103] 2 91.2 86.2 100.0 99.4 97.9 94.9

NGM 2 97.4 93.4 100.0 98.6 98.3 97.5
NHGM 2 97.4 93.9 100.0 98.6 98.9 97.8

HiPPI[92] ≥40 74.0 88.0 100.0 84.0 95.0 88.2
MGM-Floyd[160] 32 85.0 79.3 100.0 84.3 93.1 88.3

NMGM 10 97.6 94.5 100.0 100.0 99.0 98.2

征提取器，而 NGM同时学习了特征提取器和图匹配求解器，而 BBGM只学习
了特征提取器。NHGM通过利用超图相似度进一步提升了 NGM的性能。训练
期间的显存消耗和运行速度如下：NGM（5707MB，每秒 14.1对图像）；NHGM
（38060MB，每秒 11.0对图像）。NGM与 PCA-GM（5165MB，每秒 14.4对图像）
的计算代价相当。

模型的泛化能力进一步通过混淆矩阵加以验证，如图 3-19所示，仅使用横
轴上的类别进行训练，并在所有类别上进行测试。单元格的颜色由当前单元格的

精度除以同一列中的最高精度来确定。如混淆矩阵所示，NGM在视觉相似的类
别之间具有一定的泛化能力，例如“椅子”和“沙发”、“猫”和“狗”、“公交

车”和“火车”。与其他深度图匹配方法相比，NGM在混淆矩阵对角线上的类
别上拟合得更好，但在考虑所有类别时，NGM似乎性能不及 PCA-GM，可能是
因为大多数类与训练类无关。匹配的可视化结果如图 3-20所示（绿线为正确匹
配，红线为错误匹配）。NGM和 NHGM的错误模式（error pattern）相似，但与
PCA-GM不同，因为它们的图像特征提取器不同。NHGM通过纠正一些现有的
错误，如“猫”、“摩托车”、“人”和“电视”，改进了 NGM的结果。
在Willow ObjectClass数据集上的结果。遵循3.2节的实验设定，WillowObject

Class数据集中每个类的前 20张图片被用于构造训练集，其余图片作为测试集。
实验中的超参数设定和 Pascal VOC 关键点数据集保持一致。本实验与 HARG-
SSVM[101]、GMN[16]和 PCA-GM (3.2节)进行了比较，并将两种最新的多图匹配
算法HiPPI[92]和MGM-Floyd[160]视为非学习的基准算法。表 3-12展示了NGM和
NHGM在刚性物体上的优异表现，性能超过了最先进的BBGM[82]。表 3-12的“图
数目”代表同时用于协同匹配的图数目。与非学习的多图匹配求解方法 HiPPI[92]

和MGM-Floyd[160]相比，NMGM使用的图数量更少，但得益于端到端的多图匹
配学习，达到了更高的匹配精度。NMGM在所有方法中表现最佳。
在 Pascal VOC关键点数据集上的消融实验。通过对一项对照实验，本文验证

了在整个图匹配和 QAP学习框架中引入机器学习的优势。为了公平比较，本实
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图 3-20 Pascal VOC关键点数据集中 12个类匹配结果的可视化。
Figure 3-20 Visualization of 12 categories in Pascal VOC Keypoint dataset.

验采用了无 SplineCov的标准VGG16模型[128]。在表3-13中，第一列表示 CNN权
重是来自预训练的 ImageNet分类任务（ImgNet）[130]还是来自于学习后的图匹配
模型（NGM）；第二列表示是采用非学习求解器 RRWM还是学习型求解器 NGM
来求解 QAP问题。本实验验证了在 CNN和求解器上的联合学习的必要性，其中
同时学习 CNN和求解器的方法表现最佳。CNN的学习显然可以弥补分类任务和
匹配任务之间的差异，但值得注意的是，学习的求解器在使用 ImageNet CNN时
几乎比 RRWM准确率高出一倍（44.0% vs 24.0%），这表明机器学习求解器学到
了可泛化的求解策略。

在 Pascal VOC关键点数据集上，作者对 NHGM中提出的模块进行了消融实
验，如表 3-14所示。基准模型是按照 NGM构建的，但在模型输入中忽略了节点
相似度，即 v(0)ia = 1，并排除了 Sinkhorn嵌入。通过依次添加这些组件，验证了
节点相似度、Sinkhorn嵌入以及 SplineConv特征和加权内积相似度的有效性。最
后，为 NHGM添加了超图相似度。表 3-14显示，SplineConv特征对匹配准确性
有重要贡献，并且特征提取的网络可以任意修改，因为本节的方法处理了最一般
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表 3-13 将 NGM的 CNN、图匹配求解器模块替换成非学习的 ImageNet CNN和
RRWM的对比试验。
Table 3-13 Controlled experiment by replacing NGM with unlearned ImageNet CNN
and RRWM solver.

CNN 求解器 mean

ImgNet RRWM 16.1 22.3 20.8 21.8 21.3 31.0 23.2 25.4 18.6 20.5 20.6 21.7 18.8 21.9 13.5 28.6 21.7 18.3 50.5 42.8 24.0
ImgNet NGM 30.8 42.5 44.3 33.8 39.8 52.2 49.2 53.9 27.5 42.4 29.3 49.1 45.1 45.1 24.0 48.3 49.9 29.9 70.2 73.3 44.0
NGM RRWM 41.5 54.7 54.3 50.3 67.9 74.3 70.3 60.6 42.3 59.1 48.1 57.3 59.1 56.2 40.6 69.6 63.1 52.2 76.3 87.8 59.3

NGM NGM 50.1 63.5 57.9 53.4 79.8 77.1 73.6 68.2 41.1 66.4 40.8 60.3 61.9 63.5 45.6 77.1 69.3 65.5 79.2 88.2 64.1

表 3-14 在 Pascal VOC关键点数据集上对 NHGM的消融实验。
Table 3-14 Ablation study of NHGM on Pascal VOC Keypoint dataset.

模型 匹配精度 相对精度

基准 NGM模型 58.7%
+使用节点相似度作为顶点特征 59.6% +0.9%

+ Sinkhorn图嵌入 64.1% +4.5%
+ SplineConv特征 74.3% +10.2%

+带权内积的相似度函数 80.1% +5.8%
+超图相似度 80.4% +0.3%

形式的 QAP。

3.4 面向基数约束求解的神经网络设计与理论分析

拥有单次前馈计算（one-shot）、非自回归（non-autoregressive）特点的神经
网络已经广泛应用于求解组合优化问题（例如文献[64]、3.2和3.3节），并可以面
向目标函数进行自监督训练（可训练）。在过去的研究中，这些方法还展现出了

效率上的优越性（可并行）和处理非确定性决策问题的潜力（可微分）。在端到

端的神经网络求解器中，如何处理离散约束是一个常见挑战，对此目前存在三种

典型的处理方法：

1. 在目标函数中添加惩罚项。但是，这种做法无法保证有限程度的约束违反，
这限制了神经网络在许多约束敏感场景的应用；

2. 扰动输入并以黑盒的方式生成近似梯度。尽管约束条件可以被严格遵守，
但近似的梯度可能会限制算法的性能；

3. 作为折衷方案，开发柔性算法，从而使神经网络的输出满足松弛后的约束。
但是，这种做法仍然可能任意程度地违反约束。

面向终极目标——实现一个能够任意程度保持约束的神经网络求解器，本节关

注了一个常见的排列型组合优化问题：基数约束问题。基数约束实际上可以通过

可微分的最优传输（optimal transport, OT）层进行处理。基于这个观察，本节提
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表 3-15 不同组合优化求解网络的理论、实验性能比较。
Table 3-15 Theoretical and empirical comparison among CO networks.

神经网络求解器名称 Erdos Goes Neural[64] CardNN-S CardNN-GS/HGS

在网络结构中添加约束 否 (添加惩罚项) 是 (通过 Sinkhorn) 是 (通过 Gumbel-Sinkhorn)
约束违反的理论上界 无法控制 Õ

(
mτ

|ϕk−ϕk+1|

)
Õ
(

mτ(|ϕi−ϕ j|+σ)

|ϕi−ϕ j|2+σ2

)
∀i̸= j

实验中的约束违反 8.44 6.71 0.09
实验中与最优解的 gap (↓) 0.152 0.139 0.023

出了基于 OT的基数约束神经网络用于端到端的组合优化学习。本节研究了两种
变体：分别使用 Sinkhorn和 Gumbel-Sinkhorn处理 OT。基于本节的理论推导，它
们对约束的违反程度可以被精确地描述和调控。在纯优化问题中，本节的方法与

商用求解器性能相当甚至更好；此外，本节还展示了纯机器学习求解器应用于联

合预测-优化任务的可行性。

3.4.1 基数约束优化问题描述

基数约束的优化问题（cardinality-constrained optimization）中，解的非零元
素必须小于等于 k个：

min
x

J(x|ω) s.t. ∥x∥0 ≤ k. (3.46)

基数约束优化的应用场景非常广泛，例如求解运筹优化领域的设施选址问题[109]，

发现社交网络中最具影响力的种子用户[110]以及构造运营成本可控的投资组合[111]。

在基数约束下，研究者旨在寻找大小为 k的最优子集。如公式 (1.5)所描述的，基
数约束优化可以被等价地刻画为排列型组合优化中的“前 k个排列”问题，即寻

找并确定 k个非零元素。非零元素确定后，即可采用数值优化方法对非零的决策

变量进行赋值。下文的研究内容进一步印证了基数约束优化和其他排列型组合

优化问题的关联性——可以采用类似的方法论（基于 Sinkhorn算法），构造端到
端的神经网络进行求解。

3.4.2 研究动机

最近的一类组合优化神经网络[64,161-162] 通过单次前馈计算和松弛不可微约

束，改进了现有的基于强化学习的自回归网络[84,105]，形成了一种端到端的学习

框架。单次前馈网络的优势体现在三个方面：1）相较于基于 CPU 的传统求解
器[30]和繁琐的自回归网络，在 GPU上运行的单次前馈网络效率更高；2）通过直
接优化目标函数实现自监督学习，避免了监督学习[25]的局限性和强化学习[60]的

复杂性；3）端到端的架构使得求解预测性优化问题成为可能，即求解不确定条
件下的决策问题[76,163]。本节遵循了文献[64] 提出的单次前馈求解范式，问题编
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码网络接受问题的原始数据并预测决策变量。然后，将决策变量传递到可微的公

式中，估算目标函数，并最终将目标函数视为自监督损失。所有模块都必须支持

微分以进行端到端学习。作为组合优化的神经网络求解器，网络输出应当满足问

题的约束条件，同时保留梯度。但由于组合问题的输入-输出映射通常是分段常
数（piece-wise constant）形式，实际梯度在多数情况为 0，在输出改变时为无穷
大，因此在神经网络中处理组合约束非常困难。

与其他组合问题的约束类似，基数约束也难以进行微分。现有的神经网络方

法在处理基数约束时遇到了理论和技术上的瓶颈，如表3-15所示8。本节提出通

过对编码网络输出的概率分布进行前 k 个排列，进而将基数约束编码到神经网

络中。一种直观的做法是对所有概率进行排序并选择前 k个，但这种方法得到的

近似梯度缺乏足够的信息量。受 Cuturi等[116]、Xie等[81]研究工作的启发，本节

将前 k 个选择（topk selection）重新表述为最优传输（optimal transport, OT）问
题[164]，并通过可微的 Sinkhorn算法[165]高效求解。最后，通过自监督损失，本

节提出了一种组合优化神经网络，其输出具有柔性的基数约束，并支持端到端学

习。

然而，对 Sinkhorn算法的理论分析表明，如果第 k个和 (k+1)个概率的值太

过接近，它对基数约束的违反可能会显著增长。作者注意到基于扰动的近似可微

方法[72,74-75]和 Gumbel方法[149,166-167]在构造输出接近离散的神经网络上已经取

得了成功，在本节中，作者进一步结合了 Gumbel技巧进而使神经网络更严格地
满足约束。网络兼顾了柔性算法[16]的高效率和扰动方法[72,166]的约束保持能力。

本节还开发了一种同伦（homotopy）方法[168]，在求解过程中逐步加强约束。在

文献[64]的自监督学习框架下，本节在两个确定性的排列型组合优化问题（设施

选址问题和最大覆盖问题）上验证了网络的有效性。

此外，本节还研究了一个重要应用——预测性组合优化，其中问题参数在决

策时是未知的。本节提出了一个“联合预测-优化”网络，该网络同时学习预测
器和神经网络求解器，通过最终的目标函数进行端到端的学习，而不是两阶段的

“先预测、后优化”方法。若是先学习预测器、然后单独进行优化，则存在预测

误差影响优化性能的风险。具体而言，针对一个重要的实际任务：不确定条件下

的投资组合优化，本节构建了一个端到端的预测性投资组合优化模型。在真实数

据上的实验结果表明，它优于经典的“先预测、后优化”范式。

具体而言，本节的研究动机来自如下几个方面：

1）一种单次前馈求解基数优化的神经网络架构。本节提出了首个端到端的
基数约束神经网络，通过单次前馈网络高效地求解带有基数约束的排列型组合

优化问题，即将约束条件纳入网络架构中，而非将其作为惩罚项直接加入损失函

数。

2）具有理论优势的神经网络求解器。基于可微分的 Topk 选择技术[81]，基

8表3-15的理论结果忽略了对数项、实验结果来自图 23(a)对应的实验。
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图 3-21 通过自监督学习求解基数约束优化的 CardNN框架概览。
Figure 3-21 Overview of CardNN pipeline tackling cardinality-constrained optimiza-
tion via self-supervised learning.

数约束通过可微的最优传输层编码在神经网络中。通过进一步引入黑盒微分方

法[72,75]中采用的扰动方法，利用 Gumbel技术加强约束满足，本节的理论结果保
证了神经网络求解器的约束满足性可被任意程度地调控。

3）实现“联合预测-优化”范式。与传统的“先预测、后优化”框架相比，本
节可微分的神经网络求解器支持一个端到端的“联合预测-优化”框架。通过在真
实世界的金融资产数据上开展预测性投资组合优化研究，作者展示了端到端“联

合预测-优化”框架的应用潜力。与“先预测、后优化”的基准模型 LSTM+Gurobi
相比，“联合预测-优化”模型的夏普比率从 1.1提高到了 2.0。

3.4.3 算法描述和理论分析

本节提出的 CardNN方法如图 3-21所示。遵循单次前馈求解组合优化问题
的通用范式[64]，本节在神经网络求解器中引入了一个基于最优传输的基数约束

层，使问题编码网络输出满足约束条件。这种在网络层中显式添加约束的方法在

理论和实践上均具有优势。特别地，问题编码网络和本节主要讨论的 OT基数约
束层组成了求解器网络，随后采用神经网络输出的决策变量来估计目标函数（等

价于自监督损失）。在本节中，使用可微分的网络求解最优传输问题[114]，可实现

对神经网络添加基数约束。设 s = [s1, · · · ,sm]为编码网络预测的概率，最优传输

层通过将 k个元素移到一个目的地（选中）同时将其他 (m− k)个元素移到另一

个目的地（未选中），实现对 s中前 k个元素的选取。在接下来的部分，作者将

介绍两种最优传输层的实现方式和理论分析。

CardNN-S：处理基数约束的 Sinkhorn网络。面向基数约束问题的求解，最
优传输问题定义如下。最优传输的源是 m个候选概率，目的地是 s的最小/最大
值。使用最优传输处理基数约束，等价于将前 k个概率移动到 smax，其余概率移
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动到 smin。最优传输的边缘分布 (c,r)和距离矩阵 (D)定义如下：

c = [1 1 ... 1]︸ ︷︷ ︸
m个概率

, r =

[
m− k

k

]
,D =

[
s1− smin s2− smin ... sm− smin
smax− s1 smax− s2 ... smax− sm

]
.

(3.47)
对应的最优传输问题是一个线性整数规划问题，具有如下形式：

min
T

tr(T⊤D) s.t. T ∈ {0,1}2×m,T1 = r,T⊤1 = c, (3.48)

其中，T 是传输矩阵，也代表了面向基数约束的一个可行解（即前 k 个排列矩

阵）。公式 (3.48)的最优解 T∗等价于首先对所有概率进行排序，然后选择前 k项。

但是，上述方法会遇到难以微分的问题。为了利用柔性算法求梯度，本节将 T的
排列约束放松至连续的 [0,1]值，并在公式中引入熵正则项。公式 (3.48)变换为：

min
Tτ

tr(Tτ⊤D)+ τh(Tτ) s.t. Tτ ∈ [0,1]2×m,Tτ1 = r,Tτ⊤1 = c, (3.49)

其中 h(Tτ) = ∑i, j Tτ
i j logTτ

i j 是熵正则项
[114]。对任何实数矩阵 D，可以按如下步

骤求解公式 (3.49)：首先施加熵正则项 Tτ = exp(−D/τ)。随后，对 Tτ 依次进行

行归一化、列归一化9，

Dr = diag(Tτ1⊘ r), Tτ = D−1
r Tτ ; Dc = diag(Tτ⊤1⊘ c), Tτ = TτD−1

c , (3.50)

其中 ⊘是逐元素除法。本节中，Tτ∗表示上式收敛的结果，它是公式 (3.49)的最
优解。Tτ∗ 的第二行被视为面向基数约束的松弛后的解：Tτ∗[2, i]代表 xi 是非零

的概率。接下来，Tτ∗ 将被用于估计目标函数。请注意，Tτ∗ 是一个松弛解、通

常在原问题中是不可行的，需要定义约束违反的程度来衡量 Tτ∗的质量。

定义 3.1 (约束违反量，Constraint Violation, 以下简称为 CV). CV 代表了松弛解
t（来自分布 T）和任意一个可行解（来自可行解集合H）之间最小距离的期望：

CV = Et∈T [minh∈H ∥t−h∥F ]. 显然，h是距离 t最近的可行解。

注记 3.2 (CV的意义). 以自监督的 CardNN-S为例，在训练过程中需要基于 Tτ∗

估计目标函数，作为自监督的损失函数。在测试过程中，解必须在原问题中可行。

天然地，可以返回最近的可行解 T∗。实际上，在训练中，神经网络学习的是一个
松弛后、更容易的原始问题，而 CV= ∥T∗−Tτ∗∥F 是一个重要的指标，用于衡量

训练中的松弛问题和测试中的原始问题之间的差距。此处 T表示所有 CardNN-S
输出的分布，为简洁起见已省略。这种 CV的意义同样适用于其他自监督的组合

9该 Sinkhorn 算法是公式 (3.14) 的一般形式，将边缘分布从全 1 向量扩展到了任意的非负向
量。
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算法 3-4 CardNN-GS:处理基数约束的 Gumbel-Sinkhorn网络
输入: 具有m个元素的向量 s;基数 k; Sinkhorn参数 τ;噪声参数 σ ;样本数目 #G.
1: for i ∈ {1,2, ...,#G} do
2: 对于所有 s j,有 s̃ j = s j−σ log(− log(u j)),其中 u j 采样自 U(0,1);

3: D̃ =

[
s̃1− smin ... s̃m− smin
smax− s̃1 ... smax− s̃m

]
;

4: 遵循公式 (3.47)构造 c,r;
5: T̃i = exp(−D̃/τ);
6: while not converged do
7: D̃r = diag(T̃i1⊘ r); T̃i = D̃−1

r T̃i;
8: D̃c = diag(T̃⊤i 1⊘ c); T̃i = T̃iD̃−1

c ;
9: end while
10: end for
输出: #G个传输矩阵 [T̃1, T̃2, ..., T̃#G].

优化神经网络。接下来，作者将在理论上刻画 CardNN-S的 CV：

命题 3.3. 假设 Sinkhorn算法已收敛。CardNN-S的约束违反量是

CVCardNN-S = ∥T∗−Tτ∗∥F ≤
2mτ log2
|ϕk−ϕk+1|

. (3.51)

不失一般性，ϕ 代表 s 的降序排列，即 ϕk 和 ϕk+1 分别是 s 中第 k 大和第

(k+1)大的元素。命题 3.3是基于论文[81]中定理 2的简单扩展，是一个可调控的
CV，比 Karalias等论文[64]中完全不受控的 CV更好。但是，从式 (3.51)中可以
看出，如果 |ϕk−ϕk+1|变小，CardNN-S的 CV会逐渐增长，并在 ϕk = ϕk+1的极

端情况下变为发散——在这种极端情况下，它的 CV不能通过调整超参数 τ 来减
小。出现这种发散并不意外，因为如果 ϕk = ϕk+1，显然无法决定应该选择它们

之中的哪个。实际上，如果存在直接作用于 Tτ∗的监督信号，这种发散并非不能

接受。但是，正如注记 3.2所讨论的，一个可调控的 CV在自监督组合优化网络
中的重要性不容忽视。由于仅使用 Sinkhorn方法达到了其理论瓶颈，在下文中，
作者提出了改进版本，通过引入随机扰动[72,166]来进一步减小 CV。

CardNN-GS：处理基数约束的Gumbel-Sinkhorn网络。为了突破 CardNN-S
方法的理论瓶颈，本节提出了基于 Gumbel-Sinkhorn 的基数约束网络层，如算
法3-4所示10。接下来，作者将从理论角度分析它的 CV。本文采用了重参数技
巧[166]（reparameterization trick）对神经网络预测的概率添加随机变量，可以规避
掉不可微分的采样过程。Gumbel分布可以写作

gσ (u) =−σ log(− log(u)), (3.52)

其中 σ 控制了方差，u从均匀分布 U(0,1)中采样得到。对应地，s和 D需要更

10基于 Sinkhorn的 CardNN-S算法只需将 #G设为 1，σ 设为 0。
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新为如下形式：

s̃ j = s j +gσ (u j), D̃ =

[
s̃1− smin s̃2− smin ... s̃m− smin
smax− s̃1 smax− s̃2 ... smax− s̃m

]
. (3.53)

对于在 Gumbel噪声下的最优传输问题，其线性整数规划的形式为

min
Tσ

tr(Tσ⊤D̃) s.t. Tσ ∈ {0,1}2×m,Tσ 1 = r,Tσ⊤1 = c, (3.54)

其中，公式 (3.54)的最优解写作 Tσ∗。与 CardNN-S类似，为了使线性整数规划
适用于基于梯度的深度学习方法，作者放松了整数约束，并添加了熵正则化项：

min
T̃

tr(T̃⊤D̃)+h(T̃) s.t. T̃ ∈ [0,1]2×m, T̃1 = r, T̃⊤1 = c, (3.55)

上式可以用公式 (3.50) 中介绍的 Sinkhorn 算法进行求解。在这里，公式 (3.55)
的最优解表示为 T̃∗。由于 Tσ∗ 是最接近 T̃∗ 的可行解，CardNN-GS的 CV即为
∥Tσ∗− T̃∗∥F 的期望。在实践中，可以并行地生成多个 T̃以克服随机性（根据上
文中的定义，ϕ 是 s的降序排列版本）：

命题 3.4. 在至少 (1− ε)的概率下，CardNN-GS的约束违反量是

CVCardNN-GS = Eu

[
∥Tσ∗− T̃∗∥F

]
≤ (log2)mτ ∑

i ̸= j
Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε), (3.56)

其中Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε) =
2σ log

(
σ − |ϕi−ϕ j|+2σ

log(1−ε)

)
+ |ϕi−ϕ j|

(
π
2 + arctan ϕi−ϕ j

2σ

)
(1− ε)((ϕi−ϕ j)2 +4σ2)(1+ exp ϕi−ϕk

σ )(1+ exp ϕk+1−ϕ j
σ )

.

证明思路: 该命题的证明可通过对命题3.3的结论进行泛化来实现。定义 ϕπk ,ϕπk+1

是经过 Gumbel噪声扰动后第 k大、第 (k+1)大的元素，CV的上界等价于推导
Eu
[
1/(|ϕπk +gσ (uπk)−ϕπk+1−gσ (uπk+1)|)

]
的上界，其中 gσ (uπk)−gσ (uπk+1)的概

率密度函数具有上界 f (y) = 1/(y2+4)。随后，CV的上界即可通过积分得到。详
细的推导步骤可见附录A.1。

推论 3.5. 为了简化，省略公式中的对数项（详细证明见附录A.2），

CVCardNN-GS ≤ Õ
(

mτ(|ϕi−ϕ j|+σ)

|ϕi−ϕ j|2 +σ2

)
∀i ̸= j

. (3.57)

通过图 3-22中的简单示例可以直观地比较 CardNN-S和 CardNN-GS的差异：
找出 [1.0,0.8,0.601,0.6,0.4,0.2]的前 3个值，图 3-22记录了不同的 τ,σ 值对应的
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图 3-22 对比 Sinkhorn和 Gumbel-Sinkhorn约束违反量的简单示例。
Figure 3-22 Toy example comparing the CVs between Sinkhorn and Gumbel-
Sinkhorn.

CV。对于 CardNN-GS，更大的 σ 和更小的 τ 可以收紧 CV；而对 CardNN-S而
言，其 CV值普遍更高、且只能通过 τ 来调控。该结果与命题 3.3和命题 3.4的结
论相符合。

同伦版本的 Gumbel-Sinkhorn。推论 3.5表明，通过调整 τ 和 σ 可以收紧 CV，
这促使作者研究了 Gumbel-Sinkhorn的同伦（homotopy）方法[168-169]，其中约束

条件逐渐收紧（即逐渐降低 τ 和 σ 的值）。在实践中，作者未考虑调整 σ，因为较
大的 σ 意味着增加了方差，需要更多的 Gumbel样本，带来了额外的计算开销。
同伦版本的神经网络求解器被命名为 CardNN-HGS。

最后，CardNN-S和 CardNN-GS在理论上可以统一：

推论 3.6. 当 σ → 0+时，CardNN-S是 CardNN-GS的一种特殊情况（详细证明见
附录A.3）。

3.4.4 具体实现和实验分析

确定性排列型组合优化实验。首先讨论通过机器学习，以单次前馈的形式求
解两个确定性的排列型组合优化问题：设施选址问题（facility location problem,
FLP）和最大覆盖问题（max covering problem, MCP）。确定性优化意味着所有问
题参数在决策时都是已知的。

设施选址问题。考虑如下问题：给定 m个地点，我们要在其中新增 k 个设

施（例如仓储），为其余的邻近地点提供服务[109]。FLP问题的目标函数是最小化
每个地点和其最近设施之间距离的总和。使用 ∆ ∈ Rm×m

≥0 表示地点之间的距离矩
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算法 3-5 CardNN-GS/HGS用于求解设施选址问题
输入: 距离矩阵 ∆;学习率 α; softmax温度 β ; CardNN-GS参数 k,τ,σ , #G.
1: if 训练阶段 then
2: 随机初始化神经网络权重 θ ;
3: end if
4: if 测试阶段 then
5: 加载预训练的神经网络权重 θ ; Jbest =+∞;
6: end if
7: while not converged do
8: s = SplineCNNθ (∆);
9: [T̃1, T̃2, ..., T̃#G] = CardNN-GS(s,k,τ,σ ,#G);
10: 对所有的 i,计算 J̃i = sum(softmax(−β∆◦ T̃i[2, :])◦∆);
11: J = mean([J̃1, J̃2, ..., J̃#G]);
12: if 训练阶段 then
13: 基于梯度 ∂J

∂θ 和学习率 α，通过梯度下降更新 θ ;
14: end if
15: if 测试阶段 then
16: 基于梯度 ∂J

∂ s 和学习率 α，通过梯度下降更新 s;
17: 对所有的 i,计算 J̃i = sum(min(∆◦TopK(T̃i[2, :]⊤)));
18: Jbest = min([J̃1, J̃2, ..., J̃#G],Jbest);
19: end if
20: end while
21: if 同伦方法 then
22: 降低 τ 的值，随后跳转至第7行;
23: end if
输出: 学习到的神经网络权重 θ（训练阶段）/最优的目标函数 Jbest（测试阶段）.

阵，FLP的数学形式是

min
x

m

∑
j=1

min({∆i, j| ∀xi = 1}) s.t. x ∈ {0,1}m,∥x∥0 ≤ k. (3.58)

问题编码网络：首先基于问题输入构建图结构，对于具有二维坐标的地点，

如果两个地点间的距离小于阈值（例如 0.02），则添加一条边。实验中利用一个
3层的 SplineConv[147]网络，从上述图结构中提取特征。
目标函数估计：公式 (3.58)中的 min运算符会导致梯度稀疏。因此，采用带

有负温度 −β 的 softmax替换 min，其中 A◦b表示矩阵 A与向量 b平铺后的矩
阵计算逐元素乘积：

J̃i = sum(softmax(−β∆◦ T̃i[2, :]⊤)◦∆), J = mean([J̃1, J̃2, ..., J̃#G]). (3.59)

算法3-5总结了用于求解FLP的CardNN-GS/HGS算法的训练、测试流程。CardNN-
S即为 τ = 0,#G = 1的特例。
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算法 3-6 CardNN-GS/HGS用于求解最大覆盖问题
输入: 二分图邻接矩阵 A;物品价值 v;学习率 α; CardNN-GS参数 k,τ,σ , #G.
1: if 训练阶段 then
2: 随机初始化神经网络权重 θ ;
3: end if
4: if 测试阶段 then
5: 加载预训练的神经网络权重 θ ; Jbest = 0;
6: end if
7: while not converged do
8: s = GraphSageθ (A);
9: [T̃1, T̃2, ..., T̃#G] = CardNN-GS(s,k,τ,σ ,#G);
10: 对所有的 i,计算 J̃i = min(T̃i[2, :]A,1)⊤ ·v;
11: J = mean([J̃1, J̃2, ..., J̃#G]);
12: if 训练阶段 then
13: 基于梯度 ∂J

∂θ 和学习率 α，通过梯度下降更新 θ ;
14: end if
15: if 测试阶段 then
16: 基于梯度 ∂J

∂ s 和学习率 α，通过梯度下降更新 s;
17: 对所有的 i,计算 J̃i = (TopK(T̃i[2, :])A)⊤ ·v;
18: Jbest = max([J̃1, J̃2, ..., J̃#G],Jbest);
19: end if
20: end while
21: if 同伦方法 then
22: 降低 τ 的值，随后跳转至第7行;
23: end if
输出: 学习到的神经网络权重 θ（训练阶段）/最优的目标函数 Jbest（测试阶段）.

最大覆盖问题。给定 m个集合和 n个物品，每个集合可以覆盖任意数量的

物品，每个物品都与一个价值相关联。最大覆盖问题[170]（max covering problem,
MCP）的目标是找到 k个集合（k≪ m），使得覆盖物品的总价值最大。该问题

反映了许多现实场景，例如在社交网络中发现具有影响力的种子用户[110]。作者

为集合和物品建立一个二分图，其中覆盖关系被编码为边。记 v ∈ Rn 为价值，

A ∈ {0,1}m×n 为二分图的邻接矩阵，I(x)为指示函数（如果 xi ≥ 1则 I(x)i = 1，

否则 I(x)i = 0）。MCP的数学形式是

max
x

n

∑
j=1

(
I

(
m

∑
i=1

xiAi j

)
·v j

)
s.t. x ∈ {0,1}m,∥x∥0 ≤ k, (3.60)

问题编码网络：为了使用神经网络处理覆盖问题的二分图，本节采用了三层

的 GraphSage[171]网络和一个采用 Sigmoid激活的全连接层。全连接层的输出即
为选每个集合的概率。
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(a) 设施选址问题（k=30, m=500）
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(b) 设施选址问题（k=50, m=800）

图 3-23 设施选址问题（FLP）的仿真实验结果。
Figure 3-23 Synthetic experiment results for facility location problem (FLP).

目标函数估计：基于公式 (3.60)，目标函数的估计方法是

J̃i = min(T̃i[2, :]A,1)⊤ ·v, J = mean([J̃1, J̃2, ..., J̃#G]). (3.61)

算法3-6总结了用于求解 MCP 的 CardNN-GS/HGS 算法的训练、测试流程。
CardNN-S即为 τ = 0,#G = 1的特例。

学习和优化方法。鉴于优化目标是最小化或最大化，可以分别将 J或 −J作

为自监督损失函数。本节使用 Adam优化器[155]进行训练。在测试阶段，s中的概
率采用神经网络的预测初始化，随后通过梯度更新 s进而最大化目标函数。

实验设定。纯优化问题的实验设定遵循了 Karalias等人[64]提出的自监督学

习框架，实验中考虑了仿真数据和真实数据。对于仿真数据，本节构建了包含

100 个样本的独立训练集和测试集：对于 FLP 问题，在单位正方形上随机生成
了坐标数据；对于MCP问题，作者模仿了 ORLIB[172]的数据分布生成了仿真数
据。由于缺乏大规模的真实数据集，真实数据仅用于测试（即在仿真数据上训

练，在真实数据上测试）。实验收集了上海、首尔、伦敦、纽约的星巴克门店位置

（166-569家门店）用于测试 FLP，采用了 Rozemberczki等[173]收集的 6个 Twitch
社交网络（1912-9498个节点）用于测试MCP。
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(a) 最大覆盖问题（k=50, m=500, n=1000）
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(b) 最大覆盖问题（k=100, m=1000, n=2000）

图 3-24 最大覆盖问题（MCP）的仿真实验结果。
Figure 3-24 Synthetic experiment results for max covering problem (MCP).

对比方法。1)贪心算法是一类容易实现并且非常有效的算法。由于 FLP和
MCP问题的次模（submodular）性质[112]，贪心算法在这类问题上拥有至少 (1−
1/e)的近似比。2)整数规划求解器包括最先进的商用求解器 Gurobi 9.0[31]和最先
进的开源求解器 SCIP 7.0[30]。实验为它们设定的时间上限大于本节的神经网络求
解器。对于 3)组合优化神经网络，实验与最先进的 Erdos Goes Neural (EGN)[64]进
行比较，该方法基于其官方实现11修改以应用于基数约束优化。EGN和本节方法
的主要区别在于，EGN没有在它的网络结构中添加约束条件。此外，实验发现
所有自监督学习方法的训练过程在几十分钟内就可以收敛。由于强化学习组合

优化方法[54,80]需要更多的训练时间，因此实验没有与强化学习方法进行比较。

评价指标和实验结果。本节主要采用 “gap”指标：

gap=
|J− J∗|

max(J,J∗)
(3.62)

其中 J 是预测的目标函数，J∗ 是所有方法中最优的目标函数。如果其中一个整

数规划求解器证明了解的最优性，则称其为“optimal gap”。图 3-23和图 3-24分
别报告了仿真数据集上的 FLP和MCP结果，其中包括目标函数、gap与计算时

11https://github.com/Stalence/erdos_neu
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(a) FLP-Starbucks (Euclidean)
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(b) FLP-Starbucks (Manhattan)
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(c) MCP-Twitch

图 3-25 FLP、MCP问题的真实数据实验结果。
Figure 3-25 Real-world experiment results for FLP and MCP.

间的关系。每个散点表示一个问题实例，平均性能由“×”标出。在效率和效果
方面，本节的 CardNN-S网络优于现有的 EGN网络，因为 EGN对约束的违反不
可调控。CardNN-GS和 CardNN-HGS进一步提升了求解效果，甚至超过了最先
进的商用求解器 Gurobi（花费更少的计算时间并获得更好的结果）。在 MCP的
仿真实验中，Gurobi求解器未能在 24小时内返回最优解，因此没有报告其结果。
图 3-25总结了真实数据集上的结果。在真实数据中，本节的 CardNN模型性能始
终优于 EGN，并且与最先进的 SCIP/Gurobi 求解器相当，部分场景甚至可以超
越传统求解器。在 FLP-Starbucks问题中，CardNN-GS/HGS花费了相近的预测时
间，达到了更低的“gap”；在MCP-Twitch问题中，CardNN-HGS比 SCIP/Gurobi
更慢，但找到了所有最优解。

同时考虑效率和效果，组合优化神经网络的性能排名是 CardNN-HGS >

CardNN-GS > CardNN-S > EGN。这与第 3.4.3 节中的理论结果一致：更好地
保持约束会使得神经网络求解器拥有更好的性能。此外，可微分的 topk 求解并

非只有一种技术路径，为了验证选择 Xie等人[81]的 Sinkhorn技术作为基础的合
理性，作者还比较了其他可微分的 topk求解方法，并在表 3-16中汇总了不同可
微分 topk方法在MCP问题的实验结果。
预测性排列型组合优化实验。本节还研究了一个有趣且重要的预测性排列

型组合优化问题，即在决策时问题参数未知的情况下，如何预测在未来能够平衡

风险和回报的投资组合（portfolio），同时满足基数约束以控制运营成本。传统
上，处理类似问题需要经历两个独立的步骤：1)通过深度学习模型预测未来的资
产价格; 2)基于预测结果，求解一个优化问题以寻找最优的投资组合。本文称这
种做法为“先预测、后优化”（predict-then-opt）。然而，由于预测模型中不可避
免地存在误差，优化过程很可能会被误导。为了解决这个问题，Solin等[174]提出

对无约束的投资组合目标函数进行求导[70]，实现“联合预测-优化”。但对于更实
际的、具有基数约束的投资组合优化问题，相关研究依然是空白。

问题形式。考虑投资组合优化中持有资产数量不超过 k的实际情景[111]，本

实验的优化目标是在基数约束下同时追求高收益（由均值向量 µ ∈Rm衡量）与低
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表 3-16 在 MCP (k=50,m=500,n=1000)问题对 CardNN-S topk技术路径的验证。
Table 3-16 Validation of the topk methodology used in CardNN-S on MCP
(k=50,m=500,n=1000).

求解方法 CardNN+[72] CardNN+[74] CardNN+[175] CardNN-S CardNN-GS

目标函数 (↑) 32499.7 37618.9 38899.6 42034.9 44710.3

表 3-17 预测性投资组合优化在 2021年 S&P500数据的实验结果。
Table 3-17 Predictive portfolio optimization result on S&P500 assets in 2021.

方法名称 预测方法 +优化方法 预测误差 ↓ 夏普比率 ↑

历史最优 无 +Gurobi (无预测) 0.673
先预测、后优化 LSTM+Gurobi 0.153 1.082
联合预测-优化 LSTM+CardNN-GS 1.382 1.968

风险（由协方差矩阵 Σ∈Rm×m衡量）。本实验采用了夏普比率（Sharpe ratio）[176]作
为最大化的目标函数。该问题被表述为：

max
x

(µ− r f )
⊤x√

x⊤Σx
, s.t.

m

∑
i=1

xi = 1,x≥ 0,∥x∥0 ≤ k, (3.63)

其中 x代表了每一项资产的权重，r f 代表无风险收益（risk-free return），例如国
债利率。需要注意的是，真实的 µ、Σ在决策时是未知的，它们需要用神经网络
进行预测。

问题编码网络。实验采用基于长短时记忆（LSTM）的编码器-解码器结构作
为神经网络模块（即价格预测网络）。将历史每日价格序列输入 LSTM编码器，
另一个 LSTM解码器将输出对未来资产价格的预测。作者在 LSTM的隐藏状态
后附加一个全连接层来学习基数约束的概率，将概率输入本节的 CardNN-GS层。
目标函数估计。基于网络的输出 µ,Σ, T̃，利用无约束的公式 (3.63)的闭式解

来估计 x的值：
x = Σ−1(µ− r f ), (3.64)

随后通过如下步骤添加约束：

x = relu(x⊙ T̃i[2, :]), x = x/sum(x). (3.65)

在获得 x后，即可通过基于真实资产价格的 µgt、Σgt，估计真实的夏普比率，并

将该夏普比率作为监督信号：

J̃i =
(µgt− r f )

⊤x√
x⊤Σgtx

. (3.66)
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图 3-26 在 S&P500资产上的投资组合优化实验结果：回报曲线（左）和风险曲
线（右）。
Figure 3-26 Portfolio prediction results on S&P500 assets about return (left) and risk
(right).
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图 3-27 2021-03-25和 05-21投资组合的可视化。
Figure 3-27 Visualization on 2021-03-25&05-21 data of predicted portfolios.

实验设定和基准方法。实验中，价格预测网络采用真实的资产价格进行监

督，但优化部分是通过自监督训练的（即没有最优解标签）。网络需要预测接下

来的 120 个交易日（约 24 周）内具有最佳夏普比率的投资组合，并使用 2021
年的实际数据进行回测。训练集由 2018年 1月 1日至 2020年 12月 30日标普
500（S&P500）指数中 494个资产组成。实验将年化无风险收益率设为 3%，基
数约束 k = 20。经典的“先预测、后优化”（predict-then-opt）学习与本节提出的
“联合预测-优化”（predict-and-opt,求解器为 CardNN-GS）使用相同的 LSTM模
型，其中“先预测、后优化”的学习目标是最小化资产价格预测的平方误差，并

基于预测的价格使用 Gurobi进行优化求解。此外，实验还比较了一种“历史最
优”（history-opt）的投资方法，即遵循历史数据中的最优投资组合进行投资决策。
实验结果。作者在实际数据集（从 2021年 1月 1日到 2021年 12月 30日）

上测试了投资组合方法，结果如图 3-26和表 3-17所示。图 3-26中，基于经典的
“先预测、后优化”方法（使用 LSTM进行预测、使用 Gurobi进行优化）和本节
的 CardNN-GS端到端的“联合预测-优化”，得到的投资组合的收益率（左）与风
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第三章:纯机器学习求解
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纯机器学习求解的核心优势

图 3-28 第三章纯机器学习求解排列型组合优化研究总结。
Figure 3-28 Summary of research on pure machine learning solvers for permutation-
based combinatorial optimization.

险（右）的对比。总体而言，CardNN-GS预测的投资组合收益更高、风险更低，
将投资组合的年回报率从 24.1%提高到了 40%。此外，由于 S&P500指数不符合
基数约束，与其直接比较风险是不公平的。表 3-17中的“预测误差”代表价格预
测的均方误差，需要注意的是更准确的价格预测并不一定带来更好的投资决策。

图 3-27展示了预测的投资组合并将其与有效边界（efficient frontier）进行了比较。
有效边界是金融领域的概念，代表权衡风险和回报后最优投资组合的集合，更接

近该边界代表了更好的投资组合。此外，需要注意的是，由于预测总是存在误差，

在预测性投资组合优化任务中达到有效边界几乎是不可能的。

3.5 本章小结

本章研究在图匹配问题、二次指派问题、基数约束优化问题上，初步证明了

纯机器学习方法用于求解排列型组合优化的可行性，对问题建模方式、网络结构

设计、约束理论保证等方面开展了研究。本章的研究内容由图3-28总结。研究证
明了纯机器学习方法的核心优势：可训练、可并行、可微分。其中，可训练体现

在端到端训练的神经网络能够自适应数据分布，在3.2节的匹配任务、3.3和3.4节
的纯优化任务中，神经网络的求解精度均持平或超过了对应问题的传统求解算

法。可并行体现在神经网络模型可以在 GPU上高效地推理，例如在3.3和3.4节的
纯优化任务中，神经网络方法在求解速度上相比在 CPU上运行的传统算法更具
优势。最后，可微分体现在纯神经网络求解方法能够与上下游其他深度学习模块

结合，组成功能强大的端到端学习框架，例如3.2和3.3节的图像感知模块和3.4的
股价预测模块都可以和后续的神经网络求解器一起端到端地学习。
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在模型设计、理论分析等技术层面，本章还有以下贡献：3.2节主要关注图
匹配问题，通过图嵌入神经网络，将图匹配问题中的高阶结构信息嵌入至节点

特征，进而将原先 NP难的组合优化简化为可在多项式时间内求解的线性指派问
题。在图匹配研究中常用的仿真实验和真实图像数据集上，图嵌入神经求解器的

有效性得到了充分证明。3.3节更进一步，考虑了图匹配问题的超集——Lawler
形式的二次指派问题。基于伴随图的等价形式，作者对最一般的二次指派问题实

现了机器学习建模和特征提取，并通过在伴随图上学习一个标准的图学习任务

——顶点分类任务——学习了如何求解二次指派。在纯优化数据集和图像匹配

任务上，神经网络求解器均展现了优秀的性能并超越了传统算法。3.4节尝试结
合理论与实践，通过对基数约束违反量的理论分析，提出了纯神经网络求解方法

的设计准则：神经网络在可微的前提下，其输出应尽可能地满足约束。基于该准

则设计的基数约束优化求解网络，在仿真和真实数据上超越了传统算法，和商用

求解器表现相当。
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第四章 融合传统算法的排列型组合优化学习求解

4.1 本章引言

求解排列型组合优化问题时，成熟的传统算法通常具有高效、可靠等特征。

因此，复用传统算法中的优势模块、引入机器学习融合求解是一个颇具潜力的研

究方向。图灵奖得主 Yoshua Bengio教授的第一作者综述[2]就重点论述了融合传

统算法的学习方法的可行性和发展前景。面向不同具体问题的专用传统算法，本

章分别设计了三种融合范式：面向图编辑距离问题，4.2小节使用神经网络预测
模块替代传统树搜索算法中的启发式预测，由神经网络指导传统算法的搜索方

向；面向图匹配问题的神经网络，4.3小节利用传统图匹配算法的高精度特性，构
造图匹配的无监督学习框架，由传统算法指导神经网络；面向通用的排列型组合

优化问题，4.4小节融合了高效的启发式求解和灵活的强化学习，在双层优化的
框架下实现优化求解，其中传统算法和神经网络相互对等。

4.2 与树搜索融合的图编辑距离机器学习框架

图编辑距离（graph edit distance, GED）是一种常用的图相似度度量方法，计
算图编辑距离需要恢复从源图（source graph）到目标图（target graph）的编辑路
径，其本质是求解一个以最小化路径长度为目标的排列型组合优化问题。传统

的 A*算法由于其穷举性质而存在效率问题，其搜索中的启发式模块12严重依赖

于人类先验知识。本节提出了一种融合方法，利用传统搜索方法生成编辑路径以

提供可解释性，同时结合了深度学习模型的高效率和适应性，以实现一种经济、

高效的 GED求解器。受动态规划的启发，作者提出了更高效的动态图嵌入方法，
并鼓励对次优的搜索分支进行剪枝。为此，本节的方法可以轻松地以动态方式集

成到 A*的算法流程中，并通过机器学习模块替换启发式算法，显着地减少了计
算开销。在多个图数据集上的实验结果表明，本节的融合方法可以显着简化 A*
搜索过程，同时又不牺牲太多的精度。本节的工作也是第一个基于深度学习的

GED方法，特别是能够输出编辑路径的深度学习 GED方法。

4.2.1 图编辑距离问题介绍

图编辑距离（GED）是一种常用的图相似度度量，它在许多视觉和模式识别
任务中都处于核心地位，应用场景包括图像匹配[101]，签名验证[177]，场景图编

辑[178]，药物发现[179] 和基于案例的推理[180]等。图4-1给出了一个具体的图编辑

124.2节中，“启发式”代表精确算法中人工设计的预测模块（不直接输出解）。本文的其他章节
中，“启发式”代表人工设计的快速求解算法（直接输出解）。优化领域的文献通常不区分这两种
应用场景下“启发式”的命名，特在此说明。
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图 4-1 面向简单图 G1,G2的图编辑路径。
Figure 4-1 An edit path between two simple graphs G1,G2.

路径的例子，一般来说，GED算法的目标是找到从源图到目标图的最佳编辑路
径，使得编辑代价最小：

GED(G1,G2) = min
(e1,...,el)∈γ(G1,G2)

l

∑
i=1

c(ei), (4.1)

其中 γ(G1,G2)代表了将源图 G1 编辑成目标图 G2 的所有可能的编辑路径。c(ei)

代表路径 ei 对应的代价。上述问题本质上是一个 NP 难的排列型组合优化问
题[181]，编辑路径等价于节点匹配关系的排列。

在任何情况下，精确的 GED求解器[38,181]均能保证找到最优解，但在大规

模的图上效率较低。这些精确求解器依赖启发式方法来估计当前部分解（partial
solution）对应的图相似度。近年来，许多深度图学习方面的努力[161-162,182]采用

图神经网络[133,183]直接回归一个图相似度分数。这些深度学习方法没有显式地

考虑 GED的组合性质，无法输出编辑路径。然而，在许多应用中，求解编辑路
径往往才是问题的关键[101,178]，且大多数现有的 GED工作[38,181,184-186]仍然更加

专注于求解编辑路径本身。

传统的 GED求解器。精确的 GED求解器可以处理小规模的问题，通过穷
举搜索找到全局最优解。精确方法的主要基础是树搜索，例如 A*算法[38]，其中

维护了一个所有待搜索状态的优先队列，并且搜索顺序由一个启发式分数所控

制。启发式分数由两部分组成——当前部分编辑路径的代价（精确值）和剩余子

图之间编辑距离（预测值）[184,186]，如图4-2所示。A*算法可以看作是在所有可能
的编辑操作组合上进行广度优先搜索，而其他组合优化技术，如深度优先的分支

定界[181]和基于线性规划下界方法[187]也可被采用，进而剪掉搜索树中的非必要

分支。然而，精确的 GED方法计算时间太长，在大型图上效率较差[188]。近似的

GED求解器在通常情况下，可以在多项式时间内得到一个近似解，较为高效地
求解 GED。迄今为止，基于二分图匹配的方法[184-186]能够较好地权衡时间与精

度[189]，其中边编辑代价被编码进节点代价，得到的二分图匹配问题可以通过匈

牙利算法[184,190]或 Volgenant-Jonker算法[185,191]来求解。集束搜索[192]是精确 A*
算法的贪心版本。另一条研究路线，即近似图匹配[34,88,98,193-194]与近似的GED密
切相关，已有一些研究将图匹配方法（例如 IPFP[87]）应用于求解 GED问题[39]。
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unmatched subgraph

𝒈𝒈(𝒑𝒑)

𝒉𝒉(𝒑𝒑)

= 已匹配部分的匹配代价（准确值）

= 未匹配部分的匹配代价（预测值）

图 4-2 A*搜索树中的一个状态（对应一个部分编辑路径）的示意图。
Figure 4-2 Illustration of a partial edit path as one state of A* search tree.

近似求解 GED的两个缺点是它们严重依赖人类知识，且解的质量相对较差。
深度学习的 GED 求解器。最近，机器学习方法在非欧几里得数据（即图）

上的成功[133,147,183,195]促使研究人员设计了若干回归形式的神经网络，用于预测

GED 等图相似度度量。SimGNN[162] 首先将图相似度学习视作回归任务，其中

的图卷积层[133]和注意力层[53]受到监督训练，监督信号来自精确的 A*[192]算法。
Bai 等[182]通过使用 CNN 处理多尺度节点相似性，扩展了他们的先前工作。Li
等[161]在前馈图神经网络中提出了跨图模块，将其用于图相似度学习。上述方案

也被应用在信息检索中，其中 Dai等[196]采用卷积网络预测文本之间的编辑代价。

然而，所有这些回归模型都无法预测编辑路径，无法处理必须输出编辑路径的应

用场景。

4.2.2 研究动机

随着图规模的增长，需要 GED求解器更加高效的同时，也需要求解器能够
输出准确的编辑路径。然而，现有方法无法同时具备这两个优点。如上所述，基

于深度学习的求解器难以恢复编辑路径，而非学习的方法则存在效率问题。本节

旨在结合两种方法的优点，设计一个融合求解器。

具体而言，本节的融合求解器主要基于 A*算法[38]，这是一种在开源 GED
软件[192,197]中广泛使用的求解算法；同时，本节采用神经网络预测相似度分数以

指导 A*搜索，替代传统 A*算法中手工设计的启发式方法。在技术层面，本节
提出的图编辑神经网络（Graph Edit Neural Network, GENN）在两个方面受到了
经典的动态规划算法的启发：首先，在图被修改（例如节点被删除）时复用现有

的嵌入信息，在 A*搜索树状态中逐步删除图节点13；其次，通过学习更高效的

启发式方法，可以避免探索不必要的次优分支，从而实现显著的加速。值得注意

的是，与原始的 A*算法相比，本节的学习方法不再是一个精确的 GED求解器；

13为了区分图中的“节点”和搜索树中的“节点”，本节将搜索树的节点命名为“状态”。
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图 4-3 4.2节提出的 GENN-A*方法概览。
Figure 4-3 Overview of the proposed GENN-A* in Sec. 4.2.

但实验结果显示，本节的融合算法在极小的精度损失代价下，显著减少了 A*算
法的运行时间。

本节的研究动机具体总结如下：

1）设计一种融合深度网络求解 GED的求解器，其中搜索树的状态选择启
发式由图嵌入学习模块替代。通过融合传统算法的高精度和深度神经网络的高

效率，融合算法在效率上优于传统的启发式方法。

2）设计一种基于动态规划的图嵌入方法，最大程度地复用先前的计算。在
这个意义上，本节的方法可以自然地与 A*算法集成，在每次图修改后动态地预
测图相似度。与普通的图嵌入方法相比，基于动态规划的算法复杂度更低。

4.2.3 算法描述

前序知识：用于求解GED的A*算法。为了精确求解GED问题，研究人员通
常采用基于树搜索的算法来遍历所有可能的编辑操作。其中，A*算法相当受欢
迎[38,184,192,197]，包括本节的学习方法也是基于A*算法。GED旨在寻找最小编辑
代价对应的最优编辑路径，将源图G1 = (V1,E1)转换为目标图G2 = (V2,E2)，其中

|V1|= n1, |V2|= n2。将 V1 = {u1, ...,un1}，V2 = {v1, ...,vn2}表示为源图和目标图中
的节点，ε 表示“虚拟节点”。可能的节点编辑操作包括节点替换 ui→ v j，节点插

入 ε→ v j和节点删除 ui→ ε，每个操作的代价可以根据问题进行定义。如图 4-2所
示，给定节点编辑后，边的编辑方式也固定了，例如给定 p = (u♦→ v♦,u▲→ v▲)，

即可得到边的编辑方式 (u♦u▲→ v♦v▲)。因此在 A*算法中只明确考虑节点的编
辑14。

算法4-1展示了一种标准的 A*算法，与现有工作[38,184]保持一致。它维护了

一个优先队列，其中每个搜索树状态都包含了GED问题的一个部分编辑路径。如
图4-2所示，每个状态的优先级定义为两个指标之和：g(p)表示当前部分路径的

代价，可以准确计算；h(p)表示未匹配子图之间GED的启发式预测。A*总是探索

14节点替换可以视为两个图之间的节点匹配，而节点插入/删除可以视为将源/目标图中的节点
与虚节点匹配，因此，在本节中，“匹配”和“编辑”这两个概念可以互换使用。
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算法 4-1精确求解 GED的 A*算法
输入: 图 G1 = (V1,E1), G2 = (V2,E2)，其中 V1 = {u1, ...,un1}, V2 = {v1, ...,vn2}
1: 将 OPEN初始化为空的优先队列；
2: 对于所有 w ∈ V2，将 (u1→ w)插入 OPEN；
3: 将 (u1→ ε)插入 OPEN；
4: while未找到完整解 do
5: 从 OPEN中选择 (g(p)+h(p))最小的 p；
6: if p是一个完整解 then
7: return 完整的解 p；
8: else
9: 定义 p包含了以下节点：A = {u1, ...,uk} ⊆ V1和 B ⊆ V2；
10: if |A| ≤ n1 then
11: 对所有的 vi ∈ V2\B，向 OPEN中插入 p∪ (uk+1→ vi)；
12: 向 OPEN插入 p∪ (uk+1→ ε)；
13: else
14: 向 OPEN中插入 p∪

⋃
vi∈V2\B(ε → vi)；

15: end if
16: end if
17: end while
输出: 从 G1到 G2的最优编辑路径。

每次迭代中 g(p)+h(p)最小的状态，如果对于所有部分编辑路径，h(p)≤ hopt(p)

始终成立，则最优性可以得到保证[184]，其中 hopt(p)表示未匹配子图之间的最优

编辑代价。

以 A*算法的三种变体为例，作者希望说明合适的 h(p)对于 A*算法的效率
而言非常重要：1)如果 h(p) = hopt(p)，则可以贪心地找到最优路径。然而，计

算 hopt(p)需要另一个指数时间的求解器，因此这在实际中是不可行的。2)可以
利用启发式来预测 h(p)，其中 0≤ h(p)≤ hopt(p)。基于匈牙利算法的二分图匹配

启发式是表现最好的启发式之一，其时间复杂度为O((n1+n2)
3)。本节的实验也

考虑了这一传统求解器 Hungarian-A*[38]。3) Plain-A*是最简单的算法，始终保
持 h(p) = 0，并且这种策略在计算 h(p)时不会增加任何开销。然而，因为缺乏对

未来代价的预测，搜索树可能变得过大，导致效率降低。

深度学习在图相似度学习的成功[161-162,182]表明，可以通过高效率的学习方

法预测高质量的 h(p)，其中预测值与 hopt(p)接近，进而缓解 A*算法的效率问
题。本节提出的动态图嵌入网络能够预测 h(p)，并通过剪枝 A*中的次优分支来
实现对 h(p)的高效学习和预测。值得注意的是，本节的方法破坏了最优性条件

h(p)≤ hopt(p)，但实验证明，这种精度损失是有限的。

节点嵌入神经网络。如图4-3所示，本节提出的GENN神经网络的整体流程与
现有的神经网络方法 SimGNN[162]类似，但为了提升效率，作者去除了 SimGNN
中冗余的直方图模块。给定输入的图，节点嵌入通过图神经网络（GNN）计算得
到。GENN的实现细节介绍如下。
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图 4-4 三种用于 A*算法动态嵌入的图神经网络的对比。
Figure 4-4 Comparison of three graph neural network variants for dynamic graph
embedding in A* algorithm.

初始化。首先，节点嵌入被初始化为节点度数（即节点连边数目）的独热

（one-hot）编码。对于具有节点标签的图（例如分子图），作者使用 one-hot向量
对节点标签进行编码，并将其拼接到度数上。根据不同的图定义，边可以初始化

成加权或不加权的。

GNN主干网络。考虑到不同的图数据类型，对于普通的图结构（例如分子
图和程序图）采用图卷积网络（GCN）[133]；考虑到样条卷积在学习几何特征时
的优越性[78,82]，对于从 2D 图像构建的图，采用 SplineConv[147]。GENN 的节
点嵌入由 GNN 主干网络得到，并通过缓存以进行更高效的动态图嵌入。遵循
SimGNN[162]的网络结构，GENN拥有三层 GNN。

A*本质上是一种动态规划（dynamic programming, DP）算法，其中部分编
辑路径中已匹配的节点在算法流程中被逐步隐去。在求解 GED时，A*的每个状
态包含一个部分编辑路径，本节采用 GENN网络来预测两个未匹配子图之间的
距离。在每个状态下，与其父状态相比，未匹配子图中多隐去了一个节点。这种

动态规划场景不同于现有的所谓动态图嵌入（dynamic embedding）研究[198-200]。

在 A*算法中，由于在搜索树的每个状态中都需要预测 h(p)，因此需要更高效的

实现以提升整体效率。接下来，本节将讨论并比较三种可能的动态嵌入方法。

面向 A*算法的动态图嵌入。 A*算法的动态规划性质提供了一种提升效率
的方向——动态图嵌入。图4-4总结了三种不同的动态图嵌入策略，假设共有 3
个图卷积层，其中，普通 GNN的所有节点需要进行完整的前向传递，其中包含
了冗余操作；精确的动态 GNN缓存了所有中间嵌入，只有隐去节点的 3跳邻居
会被更新；最后，GENN的动态嵌入不需要进行卷积操作，是效率最高的动态图
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嵌入方法。接下来将分别讨论三种动态嵌入方法的优劣。

普通的 GNN网络。处理动态情况的一种简单方式是，在图被修改时，为新
图中的所有节点调用完整的前向传递。然而，这种做法含有冗余的计算。将节点

数表示为 n，嵌入维度表示为 F，GNN层数表示为 K。在最坏情况——图是全连

接的时候，普通 GNN的时间复杂度为 O(n2FK+nF2K)。普通 GNN的优点是无
需缓存。

精确的动态 GNN网络。如图4-4的第二行所示，通过分析图神经网络的消息
传递路径，当节点被隐去时，只有其相邻节点的嵌入会受到影响。因此，如果缓

存所有前向传递的中间结果，可以更高效地计算出精确的图嵌入。基于图神经网

络的消息传递特性，在第 k个卷积层，只有隐去节点的 k跳邻居需要更新。然而，

精确的动态 GNN在最坏情况的时间复杂度仍然为 O(n2FK + nF2K)（对于完全

连接的图），并且它需要 O(nFK)的内存用于缓存所有卷积层。如果为了最佳的

时间效率而缓存所有可能的子图，则内存开销将增长到无法接受的 O(n2nFK)。

实验表明，这种方法的提速效果几乎可以忽略不计。

本节提出的GENN。如图 4-4的最后一行所示，GENN首先进行前向卷积，并
缓存最后一层的嵌入特征。在 A*算法中，如果某些节点被隐去，GENN只需将
它们从最后一个卷积层中删除，并将剩余的节点输入相似度预测模块。GENN只
涉及单次前向传递，其开销可以忽略不计；加载缓存的时间复杂度为 O(1)，内

存复杂度为 O(nF)。

GENN 的设计主要受到动态规划的启发：给定输入图修改操作（在本节的
A*搜索中为删除节点），动态规划算法复用了已有的计算结果，以获得最佳的计
算效率。GENN缓存了节点嵌入特征用于子图的相似性计算。此外，动态规划算
法倾向于最小化搜索空间，而本节学到的 h(p)是一种比传统的启发式方法更激

进的剪枝策略，从而加速了 A*算法。
预测图相似度。从缓存中获取嵌入向量后，调用注意力模块和神经张量网络

即可预测相似度得分。为了行文的简洁，不失一般性，这里仅讨论了完整大小的

原始输入图。

用于全图嵌入的注意力模块。给定节点级的嵌入，通过注意机制[53]可以得

到全图级的嵌入。将 H1 ∈ Rn1×F ,H2 ∈ Rn2×F 表示为来自 GNN主干网络的节点
嵌入，全局的键值向量通过平均聚合后进行非线性变换得到：

H̄1 = mean(H1), H̄2 = mean(H2), (4.2)

k1 = tanh(H̄1W1), k2 = tanh(H̄2W1), (4.3)

其中mean(·)在第一维（节点维度）上执行，W1 ∈RF×F 是可学习的注意力权重。
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聚合系数由 k1,k2 ∈ R1×F 和 H1,H2计算得到：

c1 = δ (H1k⊤1 ·α), c2 = δ (H2k⊤2 ·α). (4.4)

其中 α = 10是缩放因子，δ (·)表示 Sigmoid函数。基于聚合系数 c1 ∈Rn1×1,c2 ∈
Rn2×1，通过节点嵌入特征的加权求和得到全图嵌入特征：

g1 = c⊤1 H1, g2 = c⊤2 H2. (4.5)

用于预测相似度的神经张量网络。神经张量网络（Neural Tensor Network，
NTN）[201]被用于计算 g1,g2 ∈ R1×F 之间的相似度分数：

s(G1,G2) = f (g1W[1:t]
2 g⊤2 +W3[ g1 g2 ]+b), (4.6)

其中W2 ∈RF×F×t ,W3 ∈Rt×2F ,b ∈Rt 是可学习的权重，第一项代表为所有的 i ∈
[1...t]计算 g1W2[:, :, i]g⊤2、并将结果拼接起来。f : Rt → (0,1)代表一个由 Sigmoid
激活的全连接层。t代表神经张量网络的特征通道数，本文按经验将其设为 t = 16。

与前序工作[162]一致，神经网络模型的预测在 (0,1)之间，其含义是归一化

后的 GED分数，它和实际 GED的关联是：

s(G1,G2) = exp(−GED(G1,G2)×2/(n1 +n2)) . (4.7)

对于 A*算法中遇到的部分编辑路径，神经网络预测的相似度分数 s(p)可通过公

式 (4.7)转换为 h(p)：

h(p) =−0.5(n′1 +n′2) logs(p), (4.8)

其中 n′1,n
′
2 代表未匹配子图中的节点数目。注意力层和神经张量网络的时间复

杂度分别是 O((n′1 + n′2)F
2)和 O(n′1n′2Ft)。由于在求解 GED过程中，图卷积层

只被调用了一次，其开销可以忽略不计；加载已缓存的 GENN 嵌入的时间复
杂度是 O(1)。因此，每次调用神经网络预测的时间复杂度是 O((n′1 + n′2)F

2 +

n′1n′2Ft)。该时间复杂度和传统的启发式[38,202]相近，传统启发式的时间复杂度一

般为 O(min(n′1,n
′
2)

2 max(n′1,n
′
2))。

面向动态图神经网络的监督学习。GENN的训练包括两个步骤：首先，GENN
权重由训练数据集中的图相似度分数初始化。其次，模型通过 A*算法求解得到
的最优编辑路径进行微调。详细的训练过程请参见算法 4-2。
类似于其他深度图相似度学习方法[162,182]，GENN的权重在数据集标签的监

督下训练。对于相对较小的图数据集，GED问题的最优解能够穷举得到，可以
将精确的 GED作为监督信号。在无法精确求解 GED的情况下，可以根据其他有
意义的标准来构建训练集，例如基于语义节点匹配计算 GED标签。
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算法 4-2 GENN-A*的训练流程
输入: 训练集的图 {(Gi,Gj)}以及相似度分数标签 {sgt(Gi,Gj)}.
1: while未收敛 do #使用训练集标签监督训练
2: 从数据集中随机采样 (Gi,Gj);
3: 利用普通 GENN计算 s(Gi,Gj);
4: 通过损失函数MSE(s(Gi,Gj),sgt(Gi,Gj))更新网络权重;
5: end while
6: while未收敛 do #使用最优路径微调
7: 从训练集中随机采样 (Gi,Gj);
8: 利用 A*算法求解最优的编辑路径 p∗和 GED(p∗);
9: 在 (Gi,Gj)上调用 GENN，并缓存节点嵌入结果;
10: for部分编辑路径 p⊆ p∗ do
11: 计算 g(p)和 hopt(p) = GED(p∗)−g(p);
12: sopt(p) = exp(−2hopt(p)/(n′1 +n′2));
13: 基于缓存的 GENN嵌入计算 s(p);
14: 通过损失函数MSE(s(p),sopt(p))更新网络权重;
15: end for
16: end while
输出: 训练完毕的 GENN网络。

本节进一步提出了一种微调 GENN的方案，以更好地适应 A*搜索。然而，
使用搜索树状态对 GENN进行微调意味着需要 hopt(p)的标签，而对于任意部分

编辑路径，求解 hopt(p)仍然是 NP难的。为了尽可能地降低求解 hopt(p)的次数，

作者提出了一种通过仅求解一次 GED来获得多个 hopt(p)标签的有效方法。

定理 4.1 (最优的部分代价). 给定最优的编辑路径 p∗和对应的 GED(p∗)，对任意

的部分编辑路径 p⊆ p∗，有 g(p)+hopt(p) = GED(p∗)。

证明. 如果 g(p)+hopt(p)> GED(p∗)，那么基于路径 p得到的最小编辑代价大于

GED(p∗)，因此 p不是一条最优的部分路径，这和条件 p⊆ p∗冲突。如果 g(p)+

hopt(p)< GED(p∗)，这意味着存在一条更好的编辑路径，其代价小于 GED(p∗)。

这和 p∗是最优编辑路径的条件冲突。因此，g(p)+hopt(p) = GED(p∗)。

根据定理 4.1，对于任意最优的部分编辑路径 p，hopt(p) = GED(p∗)− g(p)

都成立。因此，如果求解得到了一个包含 m个节点的最优路径 p∗，那么可以得

到 (2m−1)个最优的部分编辑路径用于微调。实验中，作者随机选择了 200对图
进行微调，产生的微调数据集已经足够使网络收敛。

4.2.4 实验分析

实验数据集和实验设定。本节用于实验分析的数据集介绍如下：
AIDS数据集包含了若干用于评估抗HIV活性的有机化合物15。前序工作[162]

对AIDS数据集进行了预处理，移除了超过 10个节点的图，并计算了任意两个图
15https://wiki.nci.nih.gov/display/NCIDTPdata/AIDS+Antiviral+Screen+Data
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图 4-5 平均搜索树规模和问题规模（n1 +n2）的关系。
Figure 4-5 Average search tree size w.r.t. problem size (n1 +n2).

表 4-1 在 AIDS, LINUX, Willow-Cars的测试结果。
Table 4-1 Evaluation on benchmarks AIDS, LINUX and Willow-Cars.

方法名称 恢复编 AIDS LINUX Willow-Cars
辑路径 mse (×10−3) ↓ ρ ↑ p@10 ↑ mse (×10−3) ↓ ρ ↑ p@10 ↑ mse (×10−3) ↓ ρ ↑ p@10 ↑

SimGNN[162] × 1.189 0.843 0.421 1.509 0.939 0.942 - - -
GMatch[161] × 1.886 0.751 0.401 1.027 0.933 0.833 - - -

GraphSim[182] × 0.787 0.874 0.534 0.058 0.981 0.992 - - -
GENN × 1.618 0.901 0.467 0.438 0.955 0.428 - - -

Beam Search[192] ✓ 12.090 0.609 0.481 9.268 0.827 0.973 1.820 0.815 0.725
Hungarian[184] ✓ 25.296 0.510 0.360 29.805 0.638 0.913 29.936 0.553 0.650

VJ[185] ✓ 29.157 0.517 0.310 63.863 0.581 0.287 45.781 0.438 0.512
GENN-A* ✓ 0.839 0.953 0.866 0.324 0.991 0.962 0.599 0.928 0.938

之间的最优 GED。仿照前人的工作，实验中的节点编辑代价定义为：如果 ui,v j

是不同的原子，则 c(ui→ v j) = 1；否则 c(ui→ v j) = 0。节点插入和删除的代价

都定义为 1。边被视为无属性的边，因此替换边的代价 = 0，插入/删除边的代价
= 1。

LINUX数据集由Wang等[203]提出，包含了来自 LINUX内核的程序依赖图。
前序工作[162]也提供了经过预处理的版本，其中最大的图具有 10个节点，数据
集中包含了最优的 GED值。所有节点和边都没有属性，因此替换代价为 0，插
入/删除代价为 1。

Willow数据集是用于匹配图像语义关键点的数据集，在3.2节和3.3节的图匹
配实验中均有涉及。本节使用WillowObjectClass数据集验证了GENN-A*在计算
机视觉问题上的性能。实验选择了“汽车”数据集，通过德罗内三角剖分构建了带

有 2D关键点位置的图，其中边的编辑代价为 c(Ei→ E j) = |Ei−E j|，其中 Ei,E j是

两条边的长度。Ei的插入/删除代价定义为 |Ei|。为了数值上的考虑，所有边长都
用 300归一化。节点替换代价为 0，禁止插入/删除节点 c(ui→ ε) = c(ε→ v j) = ∞。
实验基于语义关键点匹配关系来构建训练集标签，值得注意的是，使用该方法

得到的监督信号与最优 GED不同。不过，实验结果表明，这种监督足以初始化
GENN的模型权重。

作者认为，在三个数据集中，LINUX数据集的问题定义最简单、最容易求
解。相比之下，AIDS数据集具有带属性的节点，而Willow数据集具有带属性的
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表 4-2 求解单个 GED问题的平均耗时（秒）。
Table 4-2 Averaged time (sec) for solving one GED problem.

方法名称 AIDS LINUX Willow-Cars

Hungarian-A*[38] 30.542 2.332 188.234
GENN-A* 16.235 2.177 78.481

表 4-3 Linux数据集上，预测 h(p)的平均耗时（毫秒）。
Table 4-3 Averaged time (msec) to predict h(p) on LINUX dataset.

普通 GNN 精确的动态 GNN GENN Hungarian启发式[38]

耗时 2.329 3.145 0.417 0.358

边，这使得这两个数据集比 LINUX数据集更具挑战性。与 Bai等[162]一致，本节

将所有数据集的 60%用于训练，20%用于验证，20%用于测试。
实验框架采用 Python编写，图神经网络部分使用 Pytorch-Geometric[204]实现。

为性能考虑，A*算法使用 Cython[205]实现。在图神经网络的选择上，GCN[133]被

用于 AIDS和 LINUX数据集，SplineCov[147]被用于处理Willow-Cars数据集中的
2D欧几里得数据（核数目 =16）。三层 GNN的特征通道数分别定义为 64、32、
16。训练时，采用了 0.001 学习率的 Adam 优化器[155]和 5× 10−5 的权重衰减。

LINUX和 AIDS数据集的批大小设为 128，Willow数据集的批大小为 16。本实
验没有考虑多线程和 GPU并行技术。
对比方法。精确的 GED求解器 Hungarian-A*[38]是主要对比方法，它使用了

匈牙利二分图匹配算法来预测 h(p)。为了对比的公平性，实验基于 Cython重新
实现了 Hungarian-A*。Hungarian 求解器[184]也被采用，作为一种传统的近似求

解算法。值得注意的是，匈牙利二分图匹配算法既可以被用于 A*算法的启发式
方法（即 Hungarian-A*的启发式），也可以快速地计算 GED问题的近似解（即
Hungarian求解器），读者应注意区分这两种方法。其他近似求解器也被考虑在
内，包括集束搜索（beam search）[192]，它是 A*的贪婪版本，以及 VJ[185]，它是
Hungarian求解器的一种变体。对于回归形式的深度图相似度学习方法，实验比
较了 SimGNN[162], GMatch[161]和 GraphSim[182]。本节的 GENN主干网络是这些
模型的简化版本，因为在融合算法中神经网络的计算效率至关重要。

实验结果和分析。对标文献[182]的实验结果请见表4-1。在该实验中，GED方
法需要完成图检索任务，其中数据库由训练集组成，检索项来自训练集。相似度分

数的定义请见公式 (4.7)。本节提出的方法可以基于传统 GED求解器[38,184-185]的

方式进行工作，显式地输出编辑路径（GENN-A*），也可以直接回归式地预测相
似度[161-162,182]，不输出编辑路径（GENN）。此处采用了前序工作定义的评测指
标[162,182]：mse（mean square error）表示预测的相似度分数与真实相似度分数之
间的均方误差。ρ 表示预测和真实相似度之间的斯皮尔曼（Spearman）相关性。
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图 4-6 GENN-A*（红色）、近似的 Hungarian求解器[184]（蓝色）、GENN（黄色）、
精确 A*求解器中的 Hungarian启发式[38]（黄色）在 AIDS、LINUX、Willow-Cars
数据集的散点图。
Figure 4-6 The scatter plots of our proposed GENN-A* (red), inexact Hungarian
solver[184] (blue), our GENN network (cyan) and Hungarian heuristic in exact A*
solver[38] (yellow) on AIDS, LINUX and Willow-Cars datasets.

p@10（precision@10）表示在预测的前 10个图中包含最相似图的精度。Willow-
Cars没有与深度学习方法进行比较，因为训练集中没有最优的 GED标签。AIDS
和 LINUX数据集中，对比方法的结果引用自论文[182]。表4-1的结果表明，本节
的回归模型 GENN虽然结构更加简单，但是性能与其他最先进的回归模型相当；
本节的 GENN-A*在所有近似的 GED求解器中表现最佳。需要指出的是，当比
较 GED求解器和基于回归的深度学习模型[161-162,182]时，“均方误差（mse）”可
能不是一个公平的指标：首先，GED求解器可以预测编辑路径，而回归模型不
支持此功能。其次，GED求解器的解是最优值的上界，而基于回归的图形相似
度模型可以预测最优值两侧的 GED值。事实上，只需对预测的 GED值增加一个
偏移量，即可降低 GED求解器的均方误差，而这正是回归模型的特点。

图 4-5汇总了 A*算法（算法4-1）中添加到搜索队列 OPEN的状态总数。与
Hungarian-A*相比，GENN-A*的搜索树规模显著降低，特别是当问题规模扩大
时、或是当数据集从较简单的 LINUX 变为更难的 AIDS 和 Willow-Cars时，搜
索树规模的降低更加明显。这一效应进一步缩短了 A*算法的耗时，如表 4-2所
示。上述实验结果表明，本节提出的 GENN算法学到了比匈牙利启发式更强的
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Source Graph

GENN-A*=1.68
Optimal=1.40

GENN-A*=1.79
Optimal=1.26

GENN-A*=1.91
Optimal=1.91

GENN-A*=2.18
Optimal=2.18

GENN-A*=2.83
Optimal=2.83 GENN-A*=2.90

Optimal=2.90 GENN-A*=3.10
Optimal=3.01

GENN-A*=3.11
Optimal=3.11

Most Similar Graphs:

Least Similar Graphs:

图 4-7 在 Willow-汽车数据集上使用 GENN-A*检索的可视化结果。
Figure 4-7 The visualization of a query on Willow-Cars dataset by GENN-A*.

h(p)，对冗余的搜索路径进行了剪枝。通过进一步比较三种动态图嵌入方法的推

理时间，如表4-3所示，本节的 GENN与传统的匈牙利启发式的单次调用耗时相
当。由于过多的缓存与访存操作，精确的动态 GNN甚至比普通 GNN更慢。

图 4-6比较了不同 GED求解方法和启发式方法的散点图，其中 x轴代表最
优 GED值，y轴代表求解（或预测）的 GED值。最优解应当位于 y = x的黑色对

角线上。对比两种求解器，GENN-A* (红色)取得了比 Hungarian近似求解器[184]

(蓝色) 更紧的上界，且有相当数量的问题被求到了最优解。对比两种启发式预
测方法，本节的回归模型 GENN (青色)也比 Hungarian启发式[38] (黄色)更精确。
图 4-7展示了采用 GENN-A*查询Willow-Car图像的可视化结果，查询到的 4个
最相似的图在朝向和结构上均与源图相近，4个最不相似的图在朝向和外观上变
化很大。绿色代表 GENN-A*求解到了最优的 GED。

4.3 与图匹配求解器融合的无监督训练框架

图匹配问题的重要性已在3.2节中得到阐述。近年来，在图匹配研究中，（深
度）学习方法已经展示出相对传统求解器的优越性（包括本文的3.2节、3.3节）。
然而，为了实现较高的匹配精度，这些方法基本上都是基于监督学习，这可能带

来昂贵的标注成本。本节开发了一个统一的无监督学习框架，涵盖二图匹配到多

图匹配，无需节点对应关系的标注即可进行训练。具体而言，在“传统求解器指

导深度神经网络”的融合范式下，本节设计了一种孪生网络（Siamese network）
形式的无监督学习方法，通过最小化传统图匹配求解器和（可微的）Sinkhorn网
络之间的差异，进行端到端的无监督训练。在视觉图匹配任务中，这两个分支

共享相同的 CNN主干网络。本节的框架进一步支持混合模态的无监督学习，这
种设定在现实中非常普遍。在传统算法层面，本节开发了一种统一的渐近指派

（Graduated Assignment，GA）算法，它同时适用于二图匹配、多图匹配和来自混
合模态的多图匹配。在自然图像匹配等真实世界场景上的实验结果表明，与监督
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𝒢1 𝒢2 𝒢3

模态1

𝒢4

模态2

图 4-8 混合两种模态的匹配问题示例。
Figure 4-8 Example of matching with a mixture of two modes.

学习的二图匹配方法相比，本节的无监督方法表现相当、甚至更好。

4.3.1 混合模态、部分匹配和外点介绍

现有图匹配研究中广泛考虑的二图匹配、多图匹配场景已在3.2.1节进行了
介绍。在此基础上，本节进一步考虑了多图匹配的扩展——混合模态多图匹配

（multi-graph matching with a mixture of modes, MGM3）。这是一个真实且颇具挑战

的场景，其中图可能属于不同的类别，我们需要联合求解匹配问题和聚类问题，

如图 4-8所示。在这个例子中，模态 1和模态 2内部的图可以完全匹配，模态 1
和模态 2之间的匹配是无效的。除去非机器学习的前序工作[206]，这一重要问题

并未得到充分的研究。二图匹配、多图匹配和混合模态的多图匹配均是本节无监

督学习方法的研究场景。

由于噪声、自遮挡等因素的存在，外点（outlier）和部分匹配（partial matching）
也是实际匹配任务中常见的挑战。图4-9总结了在多图场景下，四种图匹配任务
的区别（相同颜色表示匹配关系），包括：（a）经典的完全匹配，其中任意图中的
任意节点都能在所有图中找到对应；（b）部分匹配，其中一部分内点被遮挡，所
有节点都能在一个全集中找到对应（此处全集有 4个节点）；（c）外点匹配，其中
由噪声引起的外点无法在全集中被找到；（d）同时包含部分匹配和外点匹配，这
是最具挑战性、但是最真实的实验场景。多数现有的研究工作[95,160]只考考虑了

（a），一些最新的研究工作[82]考虑了（b）。本节的方法能够同时处理（a）（b）（d）。
其中，（c）比较少见，因为外点通常与部分匹配同时出现。

4.3.2 研究动机

在现有研究中已经取得重大突破的深度学习图匹配方法通常包含以下模块：

感知模块（例如 VGG16[128]）、图结构学习模块（例如 GCN[133]）和相似度函数

（例如向量空间的相似度）。与固定的相似度函数和图像特征（例如 SIFT 描述
符[207]）相比，这些深度学习模块在颇具挑战的真实数据集上展现出了卓越的性

能。然而，当前监督式的深度图匹配需要对大规模训练数据进行昂贵的标注，这
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𝒢1 𝒢2 𝒢3

(a) 完全匹配 (b) 部分匹配

𝒢1 𝒢2 𝒢3

𝒢1 𝒢2 𝒢3

(c) 外点匹配

𝒢1 𝒢2 𝒢3

(d) 部分+外点匹配

外点

图 4-9 含外点、部分匹配的图匹配任务。
Figure 4-9 Graph matching with outliers and partial matching.

限制了深度图匹配方法的实际应用。尽管颇具吸引力，但是开发图匹配的无监督

学习算法非常困难，因为图匹配方法通常涉及不可微分的离散化步骤。此外，对

于大多数机器学习任务来说，进行无监督学习都是具有挑战性的。

观察到最近无监督图像分类模型[208-209] 的成功，作者发现它们具有一个相

通的设计理念，即通过最小化两个分支在同一数据上预测值的差异实现无监督

学习。受此启发，本节提出了一个简单而有效的无监督学习框架，它融合了传统

图匹配求解器和深度学习模型：在差异最小化的框架下，以孪生网络[210]的形式，

不可微的传统求解器和可微分 Sinkhorn分支共享一个 CNN主干网络，训练的目
标是最小化传统求解器与 Sinkhorn分支的差异。此外，由于图匹配求解器同时利
用了节点信息和结构信息进行匹配[95]，它们的精度更高。为了形成一个统一的

框架，本节采用了经典的渐近指派算法[33]作为传统求解器，后文中将展示，它

可以扩展到多种复杂的图匹配场景。在多图匹配中，通过联合考虑多个图结构可

以得到更多的信息，这一信息同样可以在本节的无监督学习框架下得到利用。

具体而言，本节的研究动机来自如下几个方面：

1）提出一个无监督的深度图匹配框架。与大多数基于监督学习的深度图匹
配方法相反，本节通过融合传统图匹配求解算法和深度学习模型，实现无需监督

的深度图匹配训练。虽然本节的实验主要在现有的测评数据集上进行，且这些数

据集通常涉及视觉场景，但本节的无监督框架本身是通用的、与每个模块的具体

技术独立。

2）开发广泛适配的传统图匹配求解器。本节开发的传统图匹配求解器同时
支持二图匹配、多图匹配、混合模态的多图匹配，具有一个统一的算法框架——

渐近指派算法。渐近指派算法是求解排列型组合优化问题的经典算法[32-33]，本

节进一步扩展了渐近指派算法在多图匹配、混合模态匹配的应用场景。

3）适配混合模态的多图匹配（MGM3）。这是一个新兴且重要的图匹配场
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图 4-10 无监督的图匹配学习框架概览（以视觉任务为例）。
Figure 4-10 An overview of the unsupervised (visual) GM learning pipeline.

景，DPMC[206]作为目前仅有的混合模态多图匹配方法，在方法中未考虑机器学
习，并且他们的聚类是在匹配之后进行的。相反，观察到匹配和聚类本质上可以

交互提升，本节开发了一种 MGM3 方法，其中聚类和匹配随着逐渐增加的置信

度交替进行。

4.3.3 算法描述

基于差异最小化的图匹配无监督学习框架。通过融合传统求解器和深度学
习模型，本节提出了一种基于差异最小化的无监督学习框架，可用于通用的深度

图匹配模型训练，其中训练过程不需要匹配标注信息。具体而言，本节考虑了三

种图匹配问题的变体，即二图匹配（GM），多图匹配（MGM）和混合模态的多
图匹配（MGM3）。这些问题设定涵盖了大多数现有的图匹配研究工作。

本节的无监督学习流程如图4-10所示，其中白色框代表无梯度的模块、红
色框代表有梯度的模块。白色框中的图匹配求解器可以是任意 GM、MGM 或
MGM3的求解器。在无监督框架中，梯度截断可以有效地避免模型退化[211]。本

节考虑了 G1,G2, . . . ,Gm，并将 ni定义为 Gi中关键点的数量。本节的无监督框架

包括以下模块：

• 特征提取。本节的无监督图匹配学习框架是一个面向计算机视觉的模型，
接受图像作为输入。图像经过 VGG16[128]网络处理，VGG16的权重在 Ima-
geNet[102]上预训练。与3.2节、3.3节的现有工作保持一致，VGG16的 relu4_2
和 relu5_1特征被拼接后用于表征节点特征。对每张图片，Fi ∈ Rni×l 代表

使用 CNN网络为了 ni个节点抽取得到的 l 维特征。

• 利用 Sinkhorn计算节点匹配。首先，Gi 和 Gj 节点层面的匹配采用节点特

征的内积计算得到：

Wi j = Sinkhorn(FiF⊤j ,τw). (4.9)

其中 Sinkhorn(M,τ) 代表先作用熵正则项 S = exp(M/τ)，随后采用公式
(3.14)的流程，依次进行行归一化和列归一化得到双随机矩阵。这一方法
得到的解可被视为对匈牙利算法的可微分近似[114]。其中，Sinkhorn和匈牙
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利算法的差异由退火参数 τ 调控：当 τ 很小时，Sinkhorn算法的输出和匈
牙利相近（以收敛速度减慢为代价），当 τ 增大时，Sinkhorn算法的输出将
更加平滑[32]。

在本文的无监督学习中，Sinkhorn算法的输出Wi j 一方面被视为节点层面

的匹配结果，用于计算无监督损失函数；另一方面被视为节点层面的相似

度，进而被图匹配求解器接受和处理。

• 编码结构信息。如图4-10所示，图匹配求解器接受图像中的 CNN特征和结
构信息，并且将结构信息编码为图的边。作者模仿 Bernard等[92]的方法构

建边：对于 Gi的加权邻接矩阵，首先计算每对关键点之间的欧几里得距离

lab = |pa− pb|，其中 pa, pb是关键点的坐标。Ai ∈ Rni×ni 是 Gi的邻接矩阵，

相应的 Ai[a,b]的值计算如下：

Ai[a,b] = exp
(
−

l2
ab

σ l̂2

)
, (4.10)

其中 l̂ 是所有 lab的中位数，Ai的对角线元素全是 0。σ 是缩放参数。

• 融合图匹配求解器的差异最小化方法。许多计算机视觉领域的无监督学习
模型采用了与本节类似的差异最小化框架[208-209]。作者将这一范式进一步

扩展到图匹配中。基于节点级的 CNN特征和额外的结构信息（包括可能
存在的多图一致性信息），图匹配求解器能够提供一个匹配结果，该匹配与

Sinkhorn预测的节点级匹配不同。

由于 Sinkhorn分支的匹配精度纯粹依赖于 CNN特征的质量，利用 Sinkhorn
直接匹配可能是整个网络中最简单的匹配方式。图匹配求解器利用了更多

的信息，因此理论上它的精度会比 Sinkhorn更高。本节无监督学习的目标
函数即为最小化这两个分支之间的差异（采用公式 (3.15)中的排列损失函
数衡量），即经过学习后，Sinkhorn分支的匹配精度应该与图匹配求解器一
样准确。由于 Sinkhorn分支的精度纯粹基于 CNN特征，更准确的 Sinkhorn
匹配意味着 CNN特征的质量更高；而更优质的 CNN特征也会促进求解器
的性能提升，因为两个分支共享了一个 CNN网络。通过最小化较弱的一
阶匹配方法（Sinkhorn）和较强的二阶匹配方法（图匹配求解器）之间的差
异，本节证明了这种无监督学习范式的有效性。最后，Sinkhorn分支能够
反向传播梯度，且大多数图匹配求解器是不可微的，求解器分支的梯度天

然地被截断了。

值得注意的是，本节的无监督学习框架没有限制图匹配求解器的具体实现。

本节主要采用了渐近指派算法，因为这种经典方法可以适用于所有目前已知的

图匹配任务，包括二图匹配（GM）、多图匹配（MGM）和混合模态多图匹配
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图 4-11 4.3节的无监督图匹配学习框架中，梯度截断的必要性。
Figure 4-11 The necessity of stop-gradient in unsupervised learning of graph match-
ing in Sec. 4.3.

（MGM3）。由于截断梯度的必要性（见下面的讨论），求解器中的可学习参数无

法得到更新，因此作者未采用基于机器学习的求解器。

讨论：梯度截断的必要性。本节提出的双分支结构可以看作是一种孪生网络
（根据定义，孪生网络中两个分支的结构可以有所不同）。孪生网络在机器学习中

的应用最早可以追溯到 Bromley等的工作[210]。在本节中，输入样本是一对待匹

配的图，输出是匹配矩阵。这与许多图像分类任务中的嵌入特征不同。特别地，

防止网络输出坍缩是无监督学习研究中的主要目标之一，本文的无监督方法既

不需要负样本对[208]，也无需使用动量编码器[209]，即可避免无监督网络的坍缩。

如图4-10所示，本节的框架中只有 Sinkhorn分支允许梯度反传，而求解器分
支不存在可利用的梯度。从技术上讲，求解器的梯度只能通过额外的开销进行

估计，例如借用 BBGM[82]中的梯度近似技术。作者发现，本节的设计可以通过

无监督学习获得高精度，而不会遇到网络坍缩的问题。作者认为，固定一个分支

的无监督学习学习会更加稳定。当然，在技术上也可以对求解器分支求导，例如

图4-11中，作者参考了 BBGM[82]的梯度近似技术在Willow ObjectClass数据集上
进行了实验，未采取梯度截断的模型梯度波动更大，且最终的收敛精度更低。有

趣的是，同期的另一项工作[211]也采用了与本节类似的差异最小化的方法无监督

地学习图像分类，他们的实验也证实了梯度截断思想的有效性。

基于渐近指派的图匹配求解器。上述无监督学习框架覆盖了经典的二图匹
配[33-35,88,212]、多图匹配[91,94-95,127,213]、以及新兴的混合模态多图匹配[206]任务。接

下来，作者将在统一的渐近指派框架下，讨论如何利用传统算法求解GM、MGM
和MGM3问题。

二图匹配算法 GA-GM。渐近指派算法在图匹配的应用可以追溯到 1996年，
Gold和 Rangarajan[33]提出了通过迭代投影求解图匹配的方法。其中，每次投影
都在最优化目标函数的一阶泰勒展开，并通过渐近因子调控约束的满足程度。基
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算法 4-3渐近指派式二图匹配算法 (GA-GM)
输入: 输入图 Gi,Gj;节点相似度Wi j;初始退火参数 τ0;降温系数 γ;下界 τmin;全
集大小 d;外点阈值 ϕ .

1: 随机初始化 Xi j; projector← Sinkhorn; τ ← τ0;
2: if 存在部分匹配 then
3: Ai = Ai× d

ni
; #处理部分匹配

4: end if
5: while True do
6: while Xi j 未收敛 AND #iter ≤ #GMIter do
7: Vi j← λAiXi jA j +Wi j; #更新 Vi j
8: Xi j← projector(Vi j,τ); #将 Vi j 投影到（放松后的）可行域
9: if projector == Hungarian AND ϕ > 0 then #处理外点匹配
10: Qi j← λ AiXi jA j +Wi j;
11: Xi j← (Qi j < ϕ)⊙Xi j;
12: end if
13: end while
14: if projector == Sinkhorn AND τ ≥ τmin then #渐近指派控制
15: τ ← τ× γ;
16: else if projector == Sinkhorn AND τ < τmin then
17: projector← Hungarian;
18: else
19: break;
20: end if
21: end while
输出: 二图匹配矩阵 Xi j。

于深度学习模型提取得到的特征，本节采用公式 (3.2)中的 KB-QAP形式作为渐
近指派的目标函数，其中带权的邻接矩阵 Ai 已在公式 (4.10)中定义，公式 (3.2)
中的节点相似度矩阵 Kp由Wi j 表达。Xi j 中的每个元素都通过 1/d+10−3z进行

初始化，其中 z∼ N(0,1)采样自标准正态分布。

渐近指派算法通过渐近式的 Sinkhorn和匈牙利指派，将公式 (3.2)中的目标
函数逐步投影到可行空间中。对于非方阵，可以用负无穷填充成方阵。当 τ 减
小时，Sinkhorn 算法的输出会越来越接近匈牙利算法。因此，通过逐步减小 τ，
Sinkhorn可以让输入矩阵逐步接近排列矩阵，再通过匈牙利方法得到匹配结果。
这种流程类似于模拟退火。在算法 4-3中，退火速度由 γ < 1调控，τ← τ× γ，且
存在一个下限 τmin。

多图匹配算法 GA-MGM。 Solé和 Serratosa[213]曾讨论过将渐近指派算法用
于多图匹配，在他们的论文中，需要一个“原型”图作为锚定（他们使用第一个

图作为“原型”）。这意味着他们假设任意二图之间存在双射（即完全匹配），但

这在实践中很难满足。相比之下，本节的改进方法完全是去中心化的，不需要这

一假设，并且可以处理部分匹配和外点匹配的情况。此外，本节的方法还能够扩

展到混合模态的匹配问题。这些灵活性使得本算法更加实用。特别地，通过对所
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算法 4-4渐近指派式的多图匹配算法 (GA-MGM)
输入: 输入图 {G1,G2, ...Gm}; 节点相似度 {Wi j}; 初始退火参数 τ0; 降温系数 γ;
下界 τmin; 全集大小 d; 外点阈值 ϕ ; 聚类权重 B (如果不考虑聚类，则所有
Bi j = 1).

1: 随机初始化 {Ui}; projector← Sinkhorn; τ ← τ0;
2: if 存在部分匹配 then
3: Ai = Ai× d

ni
; #处理部分匹配

4: end if
5: while True do
6: while {Ui}未收敛 AND #iter ≤ #GMIter do
7: ∀i ∈ [m], Vi← 0;
8: for Gi,Gj in {G1,G2, ...Gm} do
9: Vi← Vi +(λAiUiU j

⊤A jU j +Wi jU j)×Bi j; #更新 Vi
10: end for
11: for Gi in {G1,G2, ...Gm} do
12: Ui← projector(Vi,τ); #将 Vi投影到（放松后的）可行域
13: end for
14: if projector == Hungarian AND ϕ > 0 then #处理外点匹配
15: for Gi in {G1,G2, ...Gm} do
16: Qi← ∑ j ̸=i λ AiUiU⊤j A jU j +Wi jU j;
17: Ui← (Qi < ϕ)⊙Ui;
18: end for
19: end if
20: if projector == Sinkhorn AND τ ≥ τmin then #渐近指派控制
21: τ ← τ× γ;
22: else if projector == Sinkhorn AND τ < τmin then
23: projector← Hungarian;
24: else
25: break;
26: end if
27: end while
28: end while
输出: 多图匹配矩阵的集合 {Ui}.

有二图匹配的 KB-QAP目标函数求和，MGM的目标函数定义如下：

max
Xi, j,i, j∈[m]

∑
i, j∈[m]

(
λ tr(X⊤i jAiXi jA j)+ tr(X⊤i jWi j)

)
. (4.11)

在实践中，Xi j 被分解为 Xi j = UiU⊤j ，i, j ∈ [m]代表迭代所有 i, j的组合。为了行

文整洁，公式 (4.11)没有包括排列约束。采取这种分解形式是为了利用多图匹配
中的循环一致性：

定义 4.2 (循环一致性[95]，cycle-consistency). 在部分匹配场景下，我们称G1,G2, . . . ,Gm
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算法 4-5渐近指派式混合模态的多图匹配算法 (GA-MGM3)
输入: 输入图 {G1,G2, ...Gm};节点相似度 {Wi j};聚类权重 {β}.
1: 所有 Bi j← 1; #初始化聚类权重矩阵
2: for β in {β} do
3: while {Ui},C未收敛 AND #iter ≤ #ClsIter do
4: {Ui}← GA-MGM({G1,G2, ...Gm},{Wi j},B); #多图匹配
5: for Gi,Gj in {G1,G2, ...Gm} do
6: build Xi j from U;
7: Ai j← λc exp(−∥X⊤i jAiXi j−A j∥)+ tr(X⊤i jWi j); #图间相似度
8: end for
9: C←在 A上 k-means++的聚类结果;
10: B← C× (1−β )+β ; #聚类权重
11: end while
12: end for
输出: 多图匹配矩阵的集合 {Ui};聚类矩阵 C。

的匹配是循环一致的，当且仅当

Xi j ≥ XikXk j, ∀i, j,k ∈ [m], (4.12)

其中 ≥代表逐元素的比较，[m]代表从 1到 m所有图的下标。

如果存在一个大小为 d 的全集，那么所有匹配关系可以表达为每个图对全

集的匹配，即 Ui ∈ {0,1}ni×d。如果任意的两两匹配都可分解为 Xi j = UiU⊤j ，那
么公式 (4.12)定义的循环一致性即可得到满足。因此，本节的多图匹配算法在 Ui

上进行处理。

算法4-4中的渐近指派多图匹配（GA-MGM）可以看作 GA-GM在多图上的
泛化。其中，匹配矩阵 Xi j 采用面向全集的匹配 Ui、U j 取代，保证了循环一致

性。聚类权重矩阵 B在多图匹配问题中未使用，可以使用全 1填充。{Ui}中的每
个元素采用 1/d+10−3z随机初始化，其中 z∼N(0,1)。作为对比，现有的多图匹

配方法需要两两匹配结果初始化[125,127,152]，或使用多图匹配结果初始化[92]，这

些更复杂的初始化方法需要更大的计算开销。

混合模态多图匹配算法 GA-MGM3。本节提出的渐近指派式混合模态多图匹

配算法 (GA-MGM3)以 GA-MGM为基础，它的目标函数在公式 (4.11)的基础上
添加了聚类变量：

max
Xi j,i, j∈[m]

∑
i, j∈[m]

Ci j

(
λ tr(X⊤i jAiXi jA j)+ tr(X⊤i jWi j)

)
. (4.13)

其中 C是聚类的指示变量，当 Gi,Gj 属于同一类时 Ci j = 1，否则 Ci j = 0。GA-
MGM3算法设计了两个退火参数，分别针对匹配和聚类，能够同时完成模态区分

（即聚类）和匹配。其中，聚类步骤使用了经典的聚类算法 k-means++[214]。作者
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注意到，更精确的多图匹配将提高聚类准确性，反之亦然。受此启发，GA-MGM3

将聚类和多图匹配交替进行，并逐步增加聚类的置信度直至收敛。GA-MGM3的

算法流程总结在算法4-5中，主要包含以下两步：

• 基于匹配的聚类。处理MGM3场景的核心挑战是构建一种合适的图间相似

度度量，随后即可采用标准的谱聚类方法。面对这一挑战，本节提出了一

种基于匹配的图间相似度。

给定来自多个模态的多个图结构，可以先假设它们属于同一模态，随后采

用现有的多图匹配求解器（例如算法4-4）求得匹配关系。对于来自同一模
态的图，它们点、边的匹配程度应该更高；对于来自不同模态的图则相反。

对于 Gi,Gj，它们的匹配程度采用如下公式计算：

Ai j = λc exp(−∥X⊤i jAiXi j−A j∥1)︸ ︷︷ ︸
边匹配程度

+ tr(X⊤i jWi j)︸ ︷︷ ︸
节点匹配程度

. (4.14)

其中第一项衡量了邻接矩阵（即边）的匹配程度，第二项衡量了节点的匹

配程度。此处还引入了一个权重系数 λc以平衡这两项。得到 A后，即可使
用基于 k-means++[214]的谱聚类方法区分不同模态。基于公式 (4.14)，对于
同模态的图 Gi,Gj，更精确的 Xi j 将会使 Ai j 更大，因此更精确的匹配结果

将会使提升聚类的精度。

• 面向聚类的匹配。基于公式 (4.13)中为 MGM3 设计的 KB-QAP目标函数，
聚类权重 Bi j 可以在 GA-MGM算法的投影步骤得到考虑（见算法4-4中的
第9行）。若假设聚类的精度为 100%，则只需设定 B = C，投影步骤即符
合公式 (4.13)的目标函数。不过，在实际情况下，聚类很可能不是最优的，

作者进一步为 B添加一个退火参数 β：Bi j =

{
1 if Ci j = 1

β if Ci j = 0
该式等价于

B=C× (1−β )+β。退火参数 β ∈ [0,1]可以被看作聚类的置信度，通过逐

渐将 β 从 1下降到 0，即可求解MGM3问题。

渐近指派算法的理论分析。此处以 GA-MGM为例，讨论渐近指派算法的理
论基础。GA-GM可以看作是 GA-MGM的特殊情况，将图的数量限制为 2；对
GA-MGM3的推导可以简单地将聚类系数相乘实现。公式 (4.11)的多图 KB-QAP
目标函数简写为 J。设定 Xi j = U⊤i U j，对于一组可行的多图匹配解 U0

i，对 J 进

行泰勒展开：

J = ∑
i, j∈[m]

λ tr(U0
jU

0⊤
i AiU0

i U0⊤
j A j)+ tr(U0

jU
0⊤
i Wi j)

+ ∑
i∈[m]

tr(V⊤i (Ui−U0
i ))+ . . . , (4.15)
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表 4-4 Willow ObjectClass数据集上，非学习 MGM算法、监督学习方法和无监
督方法的匹配精度。
Table 4-4 Matching accuracy with both learning-free MGM methods, supervised
learning peer methods and unsupervised learning methods on Willow ObjectClass
dataset.

图匹配方法 学习方式 car duck face mbike wbottle 平均

MatchLift[125] 非学习 0.665 0.554 0.931 0.296 0.700 0.629
MatchALS[152] 非学习 0.629 0.525 0.934 0.310 0.669 0.613

MSIM[91] 非学习 0.750 0.732 0.937 0.653 0.814 0.777
MGM-Floyd[160] 非学习 0.850 0.793 1.000 0.843 0.931 0.883

HiPPI[92] 非学习 0.740 0.880 1.000 0.840 0.950 0.882
VGG16+Sinkhorn 非学习 0.776 0.732 0.990 0.525 0.824 0.769

GA-GM 非学习 0.814 0.885 1.000 0.809 0.954 0.892
GA-MGM 非学习 0.746 0.900 0.997 0.892 0.937 0.894

HARG-SSVM[101] 监督学习 0.584 0.552 0.912 0.444 0.666 0.632
GMN[16] 监督学习 0.743 0.828 0.993 0.714 0.767 0.809

PCA-GM (3.3节) 监督学习 0.840 0.935 1.000 0.767 0.969 0.902
DGMC[78] 监督学习 0.903 0.890 1.000 0.921 0.971 0.937
CIE-H[77] 监督学习 0.822 0.812 1.000 0.900 0.976 0.902
BBGM[82] 监督学习 0.968 0.899 1.000 0.998 0.994 0.972

NMGM (3.3节) 监督学习 0.976 0.945 1.000 1.000 0.990 0.982
GANN (with HiPPI[92]) 无监督 0.845 0.868 0.992 0.911 0.954 0.914

GANN-GM 无监督 0.854 0.898 1.000 0.886 0.964 0.920
GANN-MGM 无监督 0.964 0.949 1.000 1.000 0.978 0.978

其中

Vi =
∂J
∂Ui

∣∣∣∣
Ui=U0

i

= ∑
j∈[m]

(
2λAiU0

i U0⊤
j A jU0

j +Wi jU0
j

)
. (4.16)

上式中，除了 Vi，所有项都是常数。用一阶泰勒展开逼近 J，则最大化 J等价于

最大化 ∑i∈[m] tr(V⊤i Ui)，这等价于求解 m个独立的线性指派问题。因此，给定初

始的 Ui，GA-MGM最优化了目标函数的一阶泰勒展开，并通过公式 (4.15)计算
Vi。随后得到的线性指派问题可以通过 Sinkhorn算法（由 τ 调控）或匈牙利算
法[190]来求解，求解器的近似程度由退火参数 τ 调控[32]，以确保 Ui 逐渐收敛到

高质量的离散解。关于渐近指派的收敛性分析，请参见文献[215]。在实现中省略

了常数 2，因为它可以被参数 λ 吸收。

4.3.4 实验分析

实验设定和评测标准。与3.2节、3.3节一致，本实验以匹配精度作为评价指
标。特别地，已知预测的排列阵 X和真值 Xgt，实验考虑了如下指标：

准确率 precision =
tr(X⊤Xgt)

sum(X)
, (4.17)
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图 4-12 CUB2011数据集上的单模态图匹配的准确率和召回率。
Figure 4-12 Precision and recall of graph matching with a single mode on CUB2011
dataset.

召回率 recall =
tr(X⊤Xgt)

sum(Xgt)
, (4.18)

F1得分 f1 =
precision+ recall

2
. (4.19)

需要注意的是，如果不存在外点或部分匹配，则有“准确率”=“召回率”=“F1
得分”。本文中将这种情况下的指标统称为“匹配精度”。

对于 MGM3 任务，实验考虑了类内的匹配精度。此外，还考虑了如下的聚

类指标：

1. 聚类纯度[216] (Clustering Purity, CP)，其中 Ci代表预测的类 i，Cgt
j 代表真实

的类 j:

CP =
1
m

k

∑
i=1

max
j∈{1,...,k}

|Ci∩Cgt
j | (4.20)

2. 兰德系数[217] (Rand Index, RI)的计算对以下两项求和：实际来自同一个类
且被分到了同一类的数目 n11，以及实际来自不同类、被分到了不同类的数

目 n00，最后除以总的图数目 n：

RI =
n11 +n00

n
(4.21)

3. 聚类精度[206] (Clustering Accuracy, CA)中，定义A,B, ...是真实的类集合，

A′,B′, ...是预测的类集合，k是类的数目：

CA = 1− 1
k

(
∑
A

∑
A′ ̸=B′

|A′∩A||B′∩A|
|A||A|

+∑
A′

∑
A ̸=B

|A′∩A||A′∩B|
|A||B|

)
(4.22)

102



上海交通大学学位论文 第四章 融合传统算法的排列型组合优化学习求解

表 4-5 Pascal VOC关键点数据集（不过滤节点）的 F1分数 (%)结果。
Table 4-5 F1 scores (%) on Pascal VOC Keypoint dataset (without filtering).

模型名称 学习？主干网络 参数量 平均精度

GMN[16] 监督 VGG16 12.9M 28.0 55.0 33.1 27.0 79.1 52.2 26.0 40.2 28.4 36.0 29.8 33.7 39.4 43.0 22.1 71.8 30.8 25.9 58.8 78.0 41.9

PCA-GM[219] 监督 VGG16 41.7M 27.5 56.5 36.6 27.7 77.8 49.2 23.9 42.3 27.4 38.2 38.7 36.5 39.3 42.8 25.6 74.3 32.6 24.7 51.5 74.3 42.4

GANN-GM 无监督 VGG16 12.4M 12.6 19.5 16.6 18.5 41.1 32.4 19.3 12.3 24.3 17.2 38.0 12.2 15.9 18.2 19.4 35.5 14.8 15.4 41.5 60.8 24.3

GANN-MGM 无监督 VGG16 12.4M 18.1 33.4 20.2 28.2 71.7 33.9 22.0 24.7 23.5 22.4 50.2 19.6 20.9 27.7 19.5 74.5 19.3 26.5 39.8 72.7 33.4
ResNet34 21.3M 16.4 37.4 23.2 29.5 80.8 33.6 24.1 17.8 26.9 22.6 53.4 16.9 21.8 30.1 23.3 86.0 19.7 31.7 39.0 71.5 35.3

NGM 监督 VGG16 71.4M 45.9 66.6 57.2 47.3 87.4 64.8 50.5 59.9 39.7 60.9 42.1 58.3 58.5 61.9 44.6 94.5 50.1 35.2 73.1 82.1 59.0
ResNet34 77.9M 45.1 65.5 52.7 44.0 87.3 69.4 56.1 62.2 45.7 63.6 61.9 59.6 59.2 67.8 54.4 96.9 57.0 45.9 74.3 83.6 62.6

BBGM[82] 监督 VGG16 71.4M 41.3 65.7 55.0 43.4 86.8 61.1 35.5 59.0 40.2 60.0 29.7 57.1 57.5 65.9 37.7 95.8 52.6 30.3 74.4 84.1 56.7
ResNet34 77.9M 38.1 69.1 54.2 45.0 87.0 74.7 43.3 62.3 48.3 63.7 63.8 60.9 60.4 65.4 50.2 97.1 56.2 45.9 78.4 82.2 62.3

GANN-MGM 无监督 VGG16 71.4M 47.0 69.4 53.7 46.3 85.7 67.6 59.0 60.2 45.9 61.0 29.9 57.9 59.5 63.2 47.4 92.2 51.5 39.9 71.6 78.3 59.4 (+0.4)
+NGM +监督 ResNet34 77.9M 46.5 66.2 56.5 46.5 85.9 73.8 57.4 61.4 47.3 65.7 63.9 59.4 60.1 70.6 54.7 94.3 57.0 51.8 74.9 82.4 63.8 (+1.2)

GANN-MGM 无监督 VGG16 71.4M 43.0 69.2 55.3 46.3 85.4 66.7 53.3 61.4 46.7 64.0 33.7 61.7 60.7 64.0 43.9 94.0 54.9 52.3 78.0 80.0 60.7 (+4.0)
+BBGM[82] +监督 ResNet34 77.9M 39.6 68.9 56.2 46.7 87.4 71.9 44.5 62.0 47.9 65.8 50.8 62.6 61.6 62.9 49.4 96.9 59.6 49.7 80.6 85.3 62.5 (+0.2)

本节的方法有两个版本，GA-GM/MGM/MGM3代表非学习的纯求解器，GANN-
GM/MGM/MGM3代表经过无监督训练后的神经网络融合求解器。实验同时汇报

了两个版本的精度。

实验数据集。本节的实验考虑了图匹配任务常用的 Pascal VOC关键点数据
集和Willow ObjectClass数据集，这两个数据集已在3.2节中介绍。此外，还考虑了
CUB2011数据集[218]，它是一个大规模的图像匹配数据集，包含了 200种、11,788
张鸟类照片，每个类的训练、测试数据按 50%/50%划分。CUB2011中的关键点
可能被自遮挡，因此该数据集需要处理部分匹配的问题（平均每张图片有 12个
点，全集有 15个点）。数据集中的鸟类可能处在飞行、站立、游泳等不同姿态，
图像的光照、背景均有差别。因此，CUB2011数据集的匹配难度较高。
单模态下的图匹配实验结果。单模态下的图匹配是经典的实验设定，其中所

有图属于相同的类别，该设定覆盖了 GM、MGM问题。实验比较了无监督学习
方法 GANN-GM和 GANN-MGM、非学习的求解器[91-92,125,152,160]以及基于监督

学习的图匹配方法[16,77-78,82,101]（包括3.2节、3.3节）。
Willow ObjectClass的实验结果。本节在Willow ObjectClass数据集上的评测

方式遵循了现有工作[160]，同时比较了非学习和机器学习方法，结果如表 4-4所示。
表 4-4的上半部分是非学习的传统求解器，下半部分是机器学习求解器。GANN-
MGM模型支持无监督训练，在训练阶段每个类别随机选择了 8个图，在测试阶
段同时匹配了单个类中的所有图（因为数据集规模相对较小）。多数现有的机器

学习图匹配方法都是面向二图匹配的，除了 NMGM（3.3节）外，没有更多的机
器学习多图匹配方法。与其他非学习的求解器相比，GA-MGM与其他最先进的
多图求解器的表现一样出色。最重要的是，通过无监督学习，GANN-MGM超过
了多数监督学习的二图匹配方法，与最精确的监督学习方法 NMGM精度接近。
由于没有限制图 4-10中图匹配求解器的具体实现方式，作者还实现并比较了另
一种无监督学习方法——使用 HiPPI[92]替换 GA-MGM，它的匹配精度也超过了
几种机器学习图匹配方法。
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图 4-13 通过不同方式初始化 VGG16网络后，NGM和 BBGM[82]模型的训练曲
线。
Figure 4-13 Training curves of NGMand BBGM[82] after being initialized by different
VGG16 networks.

CUB2011的实验结果。CUB2011比Willow ObjectClass难度更高，因为图的
节点数目更多，且需要应对部分匹配的挑战。由于非学习的 GA-MGM与其他最
新的MGM方法[91-92,160]在Willow ObjectClass上性能相当，实验中主要考虑了基
于监督学习的深度图匹配方法（仅适用于二图，因为多图机器学习方法 NMGM
不支持部分匹配）。对于 GANN-MGM方法，训练阶段在每个类种随机选择 8个
图，以节省时间和内存，在测试阶段，同一类别的所有图会被一起匹配。实验

遵循了原始数据集的训练/测试集分割方式。如图4-12所示，GANN-GM 的性能
稍逊色一些，而 GANN-MGM在测试集上与需要监督训练的 PCA-GM（3.2节）、
CIE[77]表现相当。此外，无监督学习的方法在训练样本和未见过的测试样本上均
有较好的性能，而监督学习方法会在训练数据上过拟合。

Pascal VOC关键点的实验结果。与本节的其他实验保持一致，Pascal VOC关
键点数据集基于原始的数据集标签、不过滤关键点，在部分匹配的设定下进行实

验。实验考虑了至多 5个图进行多图联合匹配。GMN[16]、BBGM[82]、PCA-GM
（3.2节）、NGM（3.3节）等最新的（监督学习）深度二图匹配方法也被一并比较，
结果如表 4-5所示。实验发现，由于背景、光照、姿态等变化较大，Pascal VOC关
键点数据集的匹配难度较高，训练标签在这种情况下非常重要。本节的无监督学

习方法直接测试的表现不如监督学习。实验进一步研究了一种新的图匹配学习范

式：首先通过无监督学习方法预训练 CNN权重，然后再通过标签进行有监督微
调。实验考虑了最先进的监督学习模型 BBGM[82]和 NGM（3.3节）。对于 GANN-
MGM+NGM和 GANN-MGM+BBGM，它们的 CNN主干网络通过无监督学习模
型进行初始化，而其他网络层（SplineConv[147]层和 NGM的求解器层）则进行随
机初始化。原始的 BBGM、NGM的训练流程直接采用了在 ImageNet[102]分类任
务上预训练的 CNN权重进行初始化，而分类任务似乎与匹配任务之间存在一定
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图 4-14 在 CUB2011和 Pascal VOC关键点数据集上 GA/GANN-MGM3的实验结
果。
Figure 4-14 Results of GA/GANN-MGM3 on CUB2011 and Pascal VOC Keypoint
datasets

表 4-6 混合模态多图匹配 (MGM3)在 Willow ObjectClass数据集上的实验结果。
Table 4-6 Multiple graph matching with mixture of modes (MGM3) evaluation onWil-
low ObjectClass dataset.

方法名称 学习 8 Cars, 8 Ducks, 8 Motorbikes 40 Cars, 50 Ducks, 40 Motorbikes
CP RI CA MA 时间 (s) CP RI CA MA 时间 (s)

RRWM[34] 非学习 0.879 0.871 0.815 0.748 0.4 0.962 0.949 0.926 0.751 8.8
CAO-C[95] 非学习 0.908 0.903 0.860 0.878 3.3 0.971 0.960 0.956 0.906 1051.5
CAO-PC[95] 非学习 0.887 0.883 0.831 0.870 1.8 0.971 0.960 0.956 0.886 184.0
DPMC[206] 非学习 0.931 0.923 0.890 0.872 1.2 0.969 0.959 0.948 0.941 97.5
GA-MGM3 非学习 0.921 0.905 0.893 0.653 10.6 0.890 0.871 0.850 0.669 107.8

GANN-MGM3 无监督 0.976 0.970 0.963 0.896 5.2 0.974 0.968 0.956 0.906 80.7

的差异。图 4-13汇报了基于 VGG16主干网络的模型在训练过程中的匹配精度。
可以看到，采用 GANN-MGM初始化的模型收敛得更快、更好。此外，目前现有
的图匹配深度学习方法均采用了 VGG16[128]作为主干网络。为了比较的公平性，
本节的主要模型均基于VGG16开发。在此基础上，作者还考虑了ResNet34[220]作
为 CNN主干网络。一方面，ResNet（残差网络）提供了更高的模型容量，从而
实现了更好的匹配精度；另一方面，无监督学习在 ResNet上的成功也证明了本
节的自监督框架较广泛的适用范围。

混合模态下的图匹配实验结果。进一步地，实验探究了多个图分别归属于多
个模态的情况。在这种情况下，求解器需要同时处理匹配和聚类任务。据作者

所知，到目前为止不存在其他基于机器学习的 MGM3 算法，本实验主要比较了

DPMC[206]方法，并采用了该论文的实验环境。
Willow ObjectClass 的实验结果。遵循论文[206]的实验方案，作者考虑了 3

个模态（Cars、Ducks、Motorbikes）混合的问题。除了专用于 MGM3 的求解器

DPMC[206]，实验还比较了两种常用的单模态图匹配求解器，它们分别面向于二
图匹配[34]和多图匹配[95]。对于这两种单模态方法，在实验中先求解所有图之间
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图 4-15 CUB2011数据集上 GANN-MGM3聚类结果的可视化。
Figure 4-15 Visualization of clustering by GANN-MGM3 on CUB2011.

的匹配，再进行谱聚类。表4-6总结了实验结果，其中 CP、RI、CA是聚类指标，
MA 是类内匹配的精度。实验测试了较小规模（24 个图）和较大规模（130 个
图）的MGM3问题，GANN-MGM3在较小规模问题上表现出色，并且可扩展性

较好。对于 MGM3 任务的无监督学习，聚类精度可能比匹配精度更重要。非学

习的 GA-MGM3聚类精度较高，但匹配精度不及其他方法。但是凭借 GA-MGM3

的监督，匹配和聚类性能都得到了改善。此外，GANN-MGM3 在较小规模问题

上相对较慢，但在较大规模问题上比 DPMC[206]更快，这可能是因为 VGG16的
开销在小规模问题上显得更大。此外，实验还发现，无监督学习提升了渐近指派

算法的收敛速度。

CUB2011的实验结果。对于MGM3任务，实验在 10只角鸊鷉（HornedGrebe）、
10只贝尔德麻雀（Baird Sparrow）和 10只里海燕鸥（Caspian Tern）上进行了 50
次测试。与Willow ObjectClass相比，CUB2011上的MGM3问题更具挑战性，因

为所有图像都是鸟类下的不同种属，更难区分。几种 MGM3 算法在训练集、测

试集上的聚类指标以及匹配准确率（MP）、召回率（MR）和 F1分数（MF）如
图 4-14(a)所示。与非学习版本相比，无监督学习有助于提高匹配和聚类的精度。
图4-15展示了 GANN-MGM3在 CUB2011数据集上的可视化聚类结果，其中图间
的距离通过多维标度分析（multi-dimensional scaling）降维到了二维平面上并进
行了可视化。图像下方的标签代表真实的类别，图像外边框的颜色（红/蓝/黄）代
表了预测的模态。在这个例子中，仅有一张“里海燕鸥”被错误分类，并在图中
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用红色背景标出。如图4-15所示，多数角鸊鷉在游泳、多数贝尔德麻雀在站立、
多数里海燕鸥在飞行。在图间距离组成的空间中，这三种姿态分别位于三个不同

的方向上。可视化结果显示，不同鸟类的不同姿态可能是实验中正确划分不同模

态的关键——甚至对于唯一错误分类的角鸊鷉图像，如果以姿态分类，也是正确

的。姿态信息主要存在于边，而本节的算法正是着重考虑了 MGM3 任务中广泛

存在点 +边的信息。
Pascal VOC 关键点的实验结果。作者考虑了三种模态混合的 MGM3 问题：

从数据集中随机选取 5张 bicycle、5张 bottle和 5张 tvmonitor图片。图 4-14(b)
汇报了 200次随机实验的均值和标准差。实验结果显示，在 Pascal VOC关键点
数据集上，无监督学习对聚类指标的提升不如对匹配精度的提升显著，这可能是

因为 Pascal VOC中同一类图像在姿态和外观上仍然存在很大差异，这提升了聚
类的难度。

4.4 与启发式融合的双层优化通用机器学习框架

启发式求解器（heuristic solvers）是在实践中求解排列型组合优化等问题时
常用的近似算法。这类算法通常速度快，但可能会牺牲解的质量。目前，大多数

现有的机器学习求解组合优化方法将 CO视为单层优化，直接让神经网络端到端
地学习一个解。这种框架可能无法直接扩展到更高复杂性的 CO问题中，且求解
性能受限于机器学习有限的模型容量。本节提出了一种融合算法，以期结合启发

式求解和机器学习求解的优点。基于双层优化的形式，该框架将传统求解器与神

经网络进行对等的融合，其中上层机器学习方法的目标是优化图结构（例如，在

图中添加、删除或修改边），下层的启发式算法求解的是优化图结构后的新问题。

对机器学习而言，这种双层优化框架简化了学习任务，模型无需直接学习求解过

程，能够有效地缓解对神经网络容量的需求。在三个主流排列型组合优化问题上

的实验结果显示，与手工设计的启发式算法和单层的机器学习算法相比，本方法

的求解精度更高。

4.4.1 研究动机

目前利用机器学习求解 CO 问题的主流工作多是单层的[25,54,62,64,144,221-223]

（包括第三章），其中神经网络的输出需要落在可行域中，且这些工作假定了有足

够的模型容量来学习 CO问题的输入-输出映射。然而，在实践中满足该假设将
会面临以下两个方面的挑战：一方面，在有限的计算资源下设计并训练一个具有

足够容量的神经网络并不容易。现有的模型结构通常为特定问题量身定制，并在

设计阶段需要大量的试错[25,221]；另一方面，训练一个容量足够的大模型要么需

要高质量的标签作为监督[25,67]，但由于（排列）组合优化问题的 NP难特性，这
对于大规模问题来说是不可行的；要么需要采用强化学习（Reinforce Learning，
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RL）[54,62,84,222]，但由于大规模问题上动作空间过大、奖励稀疏（sparse reward）等
问题，这可能会导致训练的不稳定[224]。

为了利用传统优化算法的稳定性、可靠性，现有工作[67,69,225-228]（包括4.2节）
已经证明了将机器学习与传统算法进行融合在求解纯优化问题时的有效性。然

而，设计一种通用的融合算法仍然很难，因为模型设计通常需要特定的领域知

识[225]。同时，如何获取高质量的监督标签也是一个挑战，现有的监督学习方法

只能针对特定问题[67,69]；不然就需要使用强化学习[225,227]，其中强化学习的技

术难点依然无法回避。

面向以图为输入的（排列型）组合优化问题，本节期望提出一种通用融合方

法。具体而言，本节的研究动机如下：

1)结合传统启发式和深度学习算法的优势。作者将原始的（单层）组合优化
问题重构为一个双层优化问题，上层优化中的强化学习智能体会自适应地修改

图结构，下层优化采用现有的启发式算法来求解修改后的组合优化任务。该方法

不需要监督信息。

2)降低深度学习模型的复杂性、提升训练稳定性。通过将下层求解步骤交给
传统的启发式算法，深度学习的一部分模型容量得到解放。此外，双层优化框架

下智能体的每次决策都可以得到奖励函数，缓解了现有强化学习求解器训练阶

段奖励稀疏的问题。

3）提升启发式算法的灵活性和求解精度。启发式算法通常由人工设计，其
求解性能与算法设计水平、领域知识背景强关联。本节希望通过机器学习方法，

在灵活的应用场景中通用地提升启发式算法的求解精度。

4.4.2 组合优化问题的单/双层形式

本节主要考虑以图 G为参数的（排列型）组合优化问题的学习与求解。不

失一般性，考虑参数是单个图的单层优化形式：

min
x

f (x|G) s.t. hi(x,G)≤ 0, for i = 1...I (4.23)

其中 x代表决策变量（即问题的解），f (x|G)是给定参数G的目标函数，hi(x,G)≤ 0

代表所有约束的集合。以公式 (1.3)举例说明，对全排列的组合优化问题，约束
代表了将 x变形为矩阵后，它的每行、每列的求和都必须等于 1。现有的单层优
化方法将公式 (4.23)看作一个端到端的学习任务，辅以不同的学习方式，包括：
1）监督学习[25,144]，其中需要利用求解器在小规模问题上得到标签，但是，精确

求解大规模问题几乎不可能；2）无监督学习[64]（3.3节、3.4节）将公式 (4.23)在
连续域的松弛版本作为目标函数，但现有方法无法通用地处理复杂约束；3）强
化学习[54,62]通过序列决策预测 x，但是直到获得一个完整的解 x之前，都无法获
知奖励函数，这带来了强化学习中的稀疏奖励问题[224]。
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为了改进单层优化形式，作者在经典优化中找到了灵感：可以通过修改问题

结构辅助问题求解。例如，在线性整数规划中，添加割平面是一种常用的求解方

法[229-230]。对于图上的（排列）组合优化问题，如果所有的约束都可以在图结构

中表达，作者提出了如下假说：

假说 4.3. 通过修改 G，即可找到问题参数 G对应的最优解 x∗。

直接证明这一假说的难度可能太高，但存在一种使上述假说成立的充分条

件：

命题 4.4. 定义 G是所有从 G修改得到的图的集合，X是 G对应的所有可行解的

集合。如果算法 A是从G到 X的满射（surjection），对于 G和它的最优解 x∗，一
定存在 G∗ ∈G，其中 x∗是算法 A在 G∗上运行得到的结果。

证明. 根据满射的定义，由于 x∗ ∈ X，一定存在一个图 G∗ ∈G，使得 x∗ 是利用
算法 A求解 G∗的结果。

以有向无环图下的计算调度问题为例，作者进一步说明上述命题的含义。不

失一般性，假定依次处理节点 1到节点 n是最优解 x∗，可以按如下方式修改图
结构：对于所有 i ∈ {1, · · · ,n−1}，如果 i到 (i+1)的边不存在，则添加这条边。

随后，依次处理节点 1到 n成了唯一的可行解，而它也会是任意一个算法的输出

结果。上述构造方法对 X中的所有可行解均适用。

注记 4.5. 本节讨论的假说和命题为后续基于图修改的求解框架做了铺垫。需要
注意的是，G∗的存在仅仅表明，通过修改图辅助求解是一个有潜力的研究方向。

在实际中，给定 G、寻找 G∗ 依然具有 NP难的复杂性。本节的融合求解方法的
目的是通过双层优化形式，寻找更好的图（并不一定是最好的图）。考虑实际操

作的可行性，作者还限制了修改图的次数。

为了将单层的原问题改写为双层优化，作者引入了“优化后的图”G′：

min
x′,G′

f (x′|G)

s.t. H j(G
′,G)≤ 0, for j = 1...J,

x′ ∈ argmin
x′

{
f (x′|G′) : hi(x′,G′)≤ 0, for i = 1...I

}
.

(4.24)

其中 f (x′|G), f (x′|G′)分别是上层、下层优化的目标函数。下层优化代表了在优
化后的 G′上的 CO问题，采用启发式算法进行求解。下层的解 x′随后被上层接
收，上层优化的目标函数 f (x′|G)代表了 x′在原问题上计算得到的目标函数。上
层优化的约束 H j(G

′,G) ≤ 0保证了G′ 的可行域必须是 G的子集，且 G′ 至多从

G出发后修改了 K 步。上层优化的输出是 G′，采用一个强化学习智能体进行求

解，其中公式 (4.24)被视为强化学习的环境。
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图 4-16 双层融合的机器学习 CO求解器示意图。
Figure 4-16 An overview of bi-level hybrid MLCO solver.

4.4.3 算法描述

本节详细介绍双层融合算法（Bi-level Hybrid, 下称 BiHyb），算法框架如
图4-16所示。该算法采用强化学习预测 G′，进而求解公式 (4.24)。这种在机器学
习范式下交替求解的方式可以看作传统双层优化求解方法[231]的扩展。

马尔可夫决策过程（Markov Decision Process，MDP）的定义。公式 (4.24)
是强化学习算法的优化目标。算法4-6总结了 MDP的策略推演步骤，G0 = G代

表原图，Gk(k ̸= 0)代表 G′，即是经过第 k次修改后的图。

• 状态：当前的图 Gk被视为MDP的状态，Gk的节点、边包含了完整的问题

参数和当前约束。初始状态 G0代表了初始的组合优化问题。

• 动作：动作空间的范围可包括增加、删除或修改 Gk中的一条边。由于具有

m个节点的图 Gk 至多有 m2 条边，通过将边的选择分解成两次节点选择，

可以将每次的动作空间减小到O(m)。特别说明，在动作设计时，需要保证

修改后的图对应的可行域是原问题可行域的子集，即可行域不扩大。

• 状态转移：在完成一次动作后，Gk变为 Gk+1，且它们仅有一条边不同。新

的图Gk+1被视作新的状态，且同时被用于计算奖励。当触及动作的上限次

数 K时，MDP即结束。在实验中，对于上千节点的图，只需设定 K ≤ 20即

可得到不错的效果，因此 RL训练中稀疏奖励的问题得到了极大改善（20
次动作 vs 1000+次动作）。

• 奖励：新的图 Gk+1 代表了一个修改后的优化问题，它的目标函数变为

f (xk+1|Gk+1)，xk+1 是利用现有的启发式求解器得到的一个解。奖励函数

= f (xk|G)− f (xk+1|G)，代表了得到 xk+1后，上层目标函数的提升程度（假

设原问题是最小化问题）。

近端策略优化（Proximal PolicyOptimization，PPO）。本节采用了流行的 PPO
算法[60]作为强化学习框架。PPO 是信任区域策略优化[232]（Trust Region Policy
Optimization，TRPO）的简化版本，其中模型更新被限制在了一个“信任区域”
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算法 4-6双层融合组合优化机器学习算法的策略推演（policy roll-out）
输入: 初始的图 G;最大修改次数 K。
1: G0←G;
2: for k← 0 ... (K−1) do
3: 基于 Gk 预测 P(a1),P(a2|a1)并采样 a1,a2; #上层优化
4: Gk+1←增/删/改图 Gk 的边 (a1,a2); #状态转移
5: xk+1←利用启发式算法求解 argminxk+1 f (xk+1|Gk+1); #下层优化
6: rk← f (xk|G)− f (xk+1|G); #奖励函数
7: end for
输出: 一列奖励函数 {r0...rK−1}。

中，以避免模型坍缩。PPO比 TRPO更容易实现、且性能相当[60]，因此在实际

中更加常用。PPO最大化的目标函数是

J(θ) = min(rθ ·A, clip(rθ ,1− ε,1+ ε) ·A), (4.25)

其中 rθ 是重要性采样的比率（importance sampling ratio），它与模型参数 θ 有关。
A是当前策略的优势值（advantage），它等于累积的奖励函数减去评价网络（critic
network）的预测值，ε 是控制信任区域大小的超参数。此外，强化学习中几个常
用的技巧也被采用：在模型更新时，累积的奖励函数被归一化；作者还添加了一

个额外的熵正则项，以鼓励智能体跳出局部最优解，探索更多的解空间。

4.4.4 具体实现和实验分析

接下来展示双层融合框架在三个具有挑战性的 CO 问题的具体实现和实验
结果：基于有向无环图的计算任务调度（Directed Acyclic Graph scheduling, DAG
调度）、图编辑距离（Graph Edit Distance, GED）和汉密尔顿回路问题（Hamiltonian
Cycle Problem, HCP）。实验比较了双层强化学习方法 PPO-BiHyb、无需学习的
启发式方法和单层的强化学习方法 PPO-Single。PPO-Single 的设计遵循 Khalil
等[54]提出的通用框架，该框架涵盖了大部分现有的强化学习方法[56,80,221-223,233]。

实验还考虑了在双层优化框架下进行随机图修改的 Random-BiHyb。为了公平比
较，PPO-Single的模型容量和训练/推理时间与 PPO-BiHyb保持一致。

DAG调度问题。有向无环图（DAG）能够刻画具有数据依赖关系的计算任
务，DAG调度问题是计算机集群中并行作业调度的抽象：每个节点表示一个计
算任务，每个任务对应一个运行时间和资源需求。每个节点可能有多个父节点和

子节点，表示数据依赖关系。集群的总资源有限，如果空闲资源足够且并发任务

不存在数据依赖关系，则这些任务可以并行地执行。DAG调度是一个 NP难的优
化问题[234]，目标是最小化完成所有任务的总时间。采用 PPO-BiHyb求解 DAG
调度问题的具体实现如下：

• MDP定义。如图 4-17所示，状态定义为当前的 DAGGk，动作定义为向Gk
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图 4-17 DAG调度问题的状态、动作、奖励定义。
Figure 4-17 Definition of state, action and reward for DAG scheduling.

添加一条边，从而得到一个新的 DAG Gk+1。添加的边增加了额外的约束

条件，保证了修改后的问题可行域是原问题的子集。这里 x表示任务的执
行顺序，在 Gk+1 上采用关键路径启发式来计算 xk+1。奖励函数的计算方

式为旧的任务耗时减去新的任务耗时： f (xk|G)− f (xk+1|G)。

• 状态编码网络。采用 GCN[133] 对 DAG的状态进行编码。考虑到 DAG的
结构，本节设计了两个 GCN：第一个 GCN处理原始 DAG，第二个 GCN
处理所有边被翻转的 DAG。来自两个 GCN模块的节点嵌入被拼接在一起，
并采用注意力池化（attention pooling）层[162]得到图级别的嵌入向量：

n =
[
GCN1(G

k) GCN2(reverse(Gk))
]
, g = Att(n), (4.26)

其中 n（节点数目 ×特征维度）代表节点嵌入。

• 动作网络。为了减小动作空间，边的选择被分解为两步：首先选择起始节
点，然后选择结束节点。起始节点和结束节点的选择概率分别由独立的 3
层残差网络[220]预测，第二个残差网络还将所选起始节点的特征向量拼接

作为输入：

P(a1) = softmax(ResNet1([ n g ])), (4.27a)

P(a2|a1) = softmax(ResNet2([ n n[a1] g ])), (4.27b)

其中 n[a1] 代表节点 a1 的嵌入向量。训练阶段，a1,a2 分别根据对应的概

率 P(a1),P(a2|a1)进行采样。在测试阶段进行宽度为 3的集束搜索（beam
search）：搜索将覆盖具有前三高概率的动作，在所有候选动作中，只保留
奖励函数最高的 3个动作进入下一轮搜索。

• 评价网络。将最大池化作用于所有节点嵌入，池化后的特征与状态编码网
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表 4-7 TPC-H数据集上 DAG调度问题的实验结果。
Table 4-7 Experimental results on DAG scheduling problems from TPC-H dataset.

方法名称
数据集 TPC-H-50 (节点数 =467.2) TPC-H-100 (节点数 =929.8) TPC-H-150 (节点数 =1384.5)

目标函数 ↓ 相对值 ↓ 目标函数 ↓ 相对值 ↓ 目标函数 ↓ 相对值 ↓

Shortest Job First 12818±2214 30.5% 19503±3260 15.3% 27409±2748 12.2%
Tetris[40] 12113±1398 23.3% 18291±2223 8.1% 25325±2842 3.7%

Critical Path 9821±1176 0.0% 16914±2499 0.0% 24429±2484 0.0%

PPO-Single[54,222] 10578±2092 7.7% 17282±3821 2.2% 24822±2707 1.6%
Random-BiHyb 9270±1143 -5.6% 15580±2409 -7.9% 22930±2408 -6.1%

PPO-BiHyb 8906±922 -9.3% 15193±2275 -10.2% 22371±2538 -8.4%
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图 4-18 TPC-H数据集上的泛化性研究
Figure 4-18 Generalization result on TPC-H dataset.

络得到的全图特征拼接，最后采用另一个残差网络预测当前状态的价值

（value）：
Ṽ (Gk) = ResNet3 ([ maxpool(n) g ]) . (4.28)

• 启发式方法。对于数百节点的 DAG调度问题，使用现有的商用求解器直
接求解已几乎不可行。实际的调度问题通常通过快速的启发式算法来求解，

例如最短任务优先（Shortest Job First）算法，该算法贪心地选择耗时最短
的任务，以及关键路径（Critical Path）算法，该算法优先考虑关键路径上
的任务。此外，作者还考虑了新颖的 Tetris调度算法[40]，该方法将任务调

度看作资源、耗时二维空间上的俄罗斯方块游戏。由于在实验中关键路径

算法性能最好，它被选作 PPO-BiHyb中的下层优化算法。

• 机器学习方法。目前已有一些相关工作，使用强化学习在数据中心进行任
务调度[222]以及使用强化学习调度车间任务[223]。它们可以被视为单层优

化模型[54]在特定问题上的具体实现。由于现有工作[222-223]的问题设定与本

节不同，作者重新实现了单层优化 RL模型 PPO-Single，它的神经网络配
置与 PPO-BiHyb一致。为了验证 PPO强化学习的有效性，实验还比较了
Random-BiHyb，它和 PPO-BiHyb 的搜索步骤相等，但在修改图时使用随
机搜索而不是 PPO。
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图 4-19 图编辑距离问题的状态、动作、奖励定义。
Figure 4-19 Definition of state, action and reward for Graph Edit Distance.

DAG调度实验在 TPC-H数据集16上进行，该数据集源自真实业务场景中的

查询和并发修改，每个 DAG都代表一个计算任务。DAG中的每个节点具有两个
属性：运行时间和资源需求。TPC-H数据集中的 DAG平均具有 9.18个节点，最
小的任务有 2个节点，最大的任务有 18个节点。节点的平均资源需求为 125.8，
最小值为 1，最大值为 593。节点的平均运行时间为 1127.2秒，最短时间为 16.3
秒，最长时间为 4964.5秒。实验同时调度多个 DAG，并假设总共有 6000单位的
资源（即最重负载的节点将占用约 10%的总资源），以反映真实的业务场景。实
验有 50个训练样本和 10个测试样本，样本的生成通过从 TPC-H中随机抽取 X
个 DAG实现（X=50,100,150），随机种子固定。

表 4-7总结了 TPC-H数据集上 DAG调度任务的结果，每个数据集的平均节
点数目在括号中标出。表格的上半部分是非学习的启发式求解器，下半部分是基

于 RL的求解器。“目标函数”代表完成所有任务的耗时，“相对值”代表了当前方
法和关键路径方法的相对差距。其中，PPO-BiHyb胜过了非学习启发式算法和单
层强化学习方法。PPO-Single的搜索宽度被控制在 10，作者允许它的测试耗时比
PPO-BiHyb长 10倍，但其性能仍然不及关键路径启发式。随机的 Random-BiHyb
可以改进下层的启发式，但其性能仍然不及 PPO-BiHyb。上述结果证明了双层
优化框架和 PPO训练的有效性。此外，作者还研究了 PPO-BiHyb方法的泛化能
力，因为这对实际应用非常重要。图 4-18总结了当模型分别在 TPC-H-50/100/150
数据集上训练、在其他大小的数据集上测试的实验结果。可以看出，PPO-BiHyb
可以很好地推广到大小不一的数据，甚至在具有多达 300个 DAG（约 2800个节
点）的大规模问题上也是如此。根据作者分析，PPO-BiHyb具有良好泛化性的原
因是学习图优化策略比直接学习问题求解更容易，并且 PPO-BiHyb充分利用了
启发式算法的性能优势。

图编辑距离问题。作为一个NP难的排列型组合优化问题，图编辑距离（GED）
问题定义和应用场景已在4.2节中充分讨论。在本节中，采用 PPO-BiHyb求解图

16http://tpc.org/tpch/default5.asp
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表 4-8 AIDS数据集上图编辑距离（GED）问题的实验结果。
Table 4-8 Results on graph edit distance (GED) problems from AIDS dataset

方法名称
数据集 AIDS-20/30 (节点数 =22.6) AIDS-30/50 (节点数 =37.9) AIDS-50+ (节点数 =59.6)

目标函数 ↓ 相对值 ↓ 目标函数 ↓ 相对值 ↓ 目标函数 ↓ 相对值 ↓

Hungarian[184] 72.9±19.2 94.9% 153.4±28.0 117.9% 225.6±33.9 121.4%
RRWM[34] 72.1±23.7 92.8% 139.8±31.9 98.6% 214.6±41.3 110.6%

Hungarian-Beam Search[38] 44.6±8.5 19.3% 103.9±22.7 47.6% 143.8±31.5 41.1%
IPFP[39] 37.4±8.5 0.0% 70.4±15.1 0.0% 101.9±13.1 0.0%

PPO-Single[56] 56.5±14.4 51.1% 110.0±19.2 56.3% 183.9±16.9 80.5%
Random-BiHyb 33.1±9.0 -11.5% 66.0±15.2 -6.3% 82.4±20.3 -19.1%

PPO-BiHyb 29.1±8.9 -22.2% 61.1±14.2 -13.2% 77.0±19.4 -24.4%

编辑距离问题的具体实现如下：

• 双层优化定义。由于 GED问题涉及两个图，它的双层优化形式和其他单图
问题不同：

min
x′,G′1

f (x′|G1,G2)

s.t. H j(G
′
1,G1)≤ 0, for j = 1...J

x′ ∈ argmin
x′

{
f (x′|G′1,G2) : hi(x′,G′1,G2)≤ 0, for i = 1...I

} (4.29)

其中 f (x′|G1,G2)是上层目标函数：基于 G1,G2 和 x′ 的图编辑距离。决策
变量 x′是一个排列阵，代表了从 G1到 G2的节点编辑方案。边的编辑方案

可以由节点编辑推导得到。上层约束条件 H j(G
′
1,G1)≤ 0代表了 G1经过至

多 K 次修改后可得到 G′1。GED的下层优化定义为修改后的 G′1 与 G2 之间

的 GED问题。

• MDP 定义。如图4-19所示，GED 问题中固定了 G2，智能体只能修改 G1。

状态的定义为当前的 Gk
1，动作的定义为添加或删除 Gk

1 中的一条边。算法

设计中，新的图 Gk+1
1 更容易通过下层的 IPFP启发式[39]与 G2对齐。

• 状态编码网络。状态编码网络采用 GCN[133]更新图特征，采用 Sinkhorn网
络[115]进行跨两个图的传播。与3.2节类似，Sinkhorn网络接受一个相似度
矩阵（由 n1和 n2的内积得到），并输出一个双随机矩阵，该矩阵被用作跨

图传播的权重。由于动作仅在第一个图上执行，计算图 1的节点特征与来
自图 2特征之间的差异作为最终的节点特征。与 DAG模型类似，通过注
意力池化来获得图级嵌入：

n1 = GCN(Gk
1), n2 = GCN(G2), n = n1−Sinkhorn(n1n⊤2 ) ·n2; (4.30a)

g1 = Att(n1), g2 = Att(n2). (4.30b)
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图 4-20 在不同规模的 AIDS数据集上训练/测试后的泛化结果。
Figure 4-20 Generalization study by varying training and testing sizes on AIDS.

• 动作网络。添加/删除图 1中的一条边的动作被分解为两步节点选择。起始
点的选择采用 3层残差网络，中止点的选择采用了注意力查询机制。如果
这条边已经存在，则将它删除；不然就添加一条边。测试时的集束搜索宽

度设为 3。

• 评价网络。评价网络的结构模仿了受到了4.2节图相似度学习工作的启发，
其中图级特征采用神经张量网络[201]处理，最后经过两层全连接后，得到

一维输出：

Ṽ (Gk
1 ,G2) = fc(NTN(g1,g2)) . (4.31)

• 启发式方法。基于 Blumenthal等[235]对 GED启发式方法的详细评测结果，
实验选择了其中 4种性能最优的启发式算法：匈牙利算法[184]（Hungarian）
将原问题简化为二分图匹配问题，RRWM [34]采用松弛后的二次规划求解

GED，匈牙利集束搜索算法[38]（Hungarian-Beam Search）采用匈牙利启发
式引导搜索，在4.2节已有讨论，IPFP[39]结合了搜索和二次规划。因为在实
验中，IPFP 是性能最好的启发式算法，因此它被选为 PPO-BiHyb的启发
式算法。

• 机器学习方法。如4.2节讨论，现有的深度学习方法能够以回归的形式预测
一个 GED分数[161-162]，但忽略了 GED问题的组合优化本质。4.2节的神经
网络融合A*搜索方法与本节的方法功能相似，但它需要监督学习，无法直
接比较。实验基于 PPO-Single，主要比较了 Liu等的强化学习框架[56]。PPO-
Single和 PPO-BiHyb的网络设计细节保持一致，且 PPO-Single的集束搜索
宽度被设为 20，从而保持和 PPO-BiHyb接近的预测效率。Random-BiHyb
与 PPO-BiHyb的搜索步数相同，但是搜索方向是随机的。

GED实验在 AIDS数据集上进行，该数据集包含研究中的抗 HIV化合物分
子[179]，已在4.2节的实验分析中介绍。遵循4.2节的实验设定，作者将原子视为节
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图 4-21 汉密尔顿回路问题的状态、动作、奖励定义。
Figure 4-21 Definition of state, action and reward for Hamiltonian Cycle Problem.

点，使用 one-hot特征对编码原子种类，并定义不同类节点的编辑代价为 1。此
外，对点、边的增、删操作代价均为 1。根据图的大小，将 AIDS数据集三个子
集，即 AIDS-20/30、AIDS-30/50和 AIDS-50+，其中 AIDS-X/Y代表数据集中的
节点数目在 X、Y之间。因为小于 20个节点的图编辑距离问题相对简单，可以
在几小时内精确求解，实验考虑了更大规模的图。对每个数据集，使用固定的随

机种子选取 50对训练样本和 10对测试样本。
表4-8总结了 AIDS数据集上 GED问题的实验结果。“目标函数”代表求解得

到的编辑代价，“相对值”代表了当前方法和 IPFP方法的相对差距。PPO-BiHyb
超过了所有无需学习的启发式方法，并且也比单层的 RL 方法 PPO-Single 表现
更好。此外，作者还研究了针对不同问题规模的泛化性，图4-20显示了在不同大
小的 GED问题上进行训练/测试的结果。颜色深浅代表相对 IPFP的改进百分比，
颜色越深改进越多。PPO-BiHyb模型可以泛化到训练时未见过的问题规模，但泛
化性能通常不如在相同规模下训练得到的模型。

汉密尔顿回路问题。作为图论中一个经典的排列型组合优化问题，汉密尔
顿回路问题（HCP）的研究起源于由欧拉提出的戈尼斯堡 (Königsberg) 七桥问
题[236]。汉密尔顿回路的定义是一条途径所有点的闭合回路。给定一个图，HCP
需要回答：这个图中是否存在汉密尔顿回路？这是一个 NP完全的决策问题[237]。

本节将 HCP转化为全连接图，用更通用的旅行商问题（TSP）算法来求解：在对
应的 TSP问题中，对于 HCP中存在的边，其长度定义为 0；不存在的边，其长
度定义为 1。因此，如果 TSP求解器找到了一个长度为 0的回路，它就是一个汉
密尔顿回路。值得注意的是，多数研究机器学习 TSP的工作[25,80,233,238]都没有考

虑 HCP，而是更关注二维坐标下欧氏距离 TSP这一特殊情况。采用 PPO-BiHyb
求解 HCP的具体实现如下：

• MDP定义。如上文所述，为了充分利用现有的 TSP启发式算法，HCP问题
被转化成了 TSP问题。如图4-21所示，求解 HCP问题时，状态定义为当前
图 Gk，动作定义为增加 Gk+1 中一条边的权重。通过增加边权，可以柔性
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地避免启发式算法经过这条边。LKH启发式[37]被用于下层优化，进而计算

新的回路 xk+1。奖励函数定义为当前回路相比前一回路的长度缩短量，即

f (xk|G)− f (xk+1|G)。

• 状态编码网络。实验采用 GCN[133]编码 HCP的图，GCN的节点嵌入随后
被注意力池化机制处理，以获得全图的嵌入向量。

n = GCN(Gk), g = Att(n) (4.32)

• 动作网络。在使用启发式算法求解回路后，PPO-BiHyb模型将选择一条边，
将其长度增加 10（实验证明，本方法对该数值不敏感），将这一定程度上避
免后续步骤中选择这条边。选择起始点的第一个动作由 3层残差网络[220]预

测，第二个动作是选择结束节点，该节点需要与起始节点在当前回路上相

邻，通过注意力查询得到。

P(a1) = softmax(ResNet1([ n g ])), (4.33a)

P(a2|a1) = softmax
(

n · tanh(Linear(n[a1]))
⊤
)
. (4.33b)

训练中，a1,a2根据 P(a1),P(a2|a1)采样得到。测试阶段，作者采用了宽度

12的集束搜索。

• 评价网络。对所有节点特征采用最大池化操作，池化后的特征与状态编码
网络的全图特征拼接，最后输入三层残差网络预测当前状态的价值：

Ṽ (Gk) = ResNet2 ([ maxpool(n) g ]) . (4.34)

• 启发式方法。启发式方法的性能随着问题规模、问题性质变化而变化。实验
考虑了三种启发式算法进行比较：最近邻算法[239]（Nearest Neighbour）每一
步都会选择距离最近的点，最远插入算法[36]（Farthest Insertion）会插入不
在当前路径中、且离路径最远的点，LKH3启发式[37]由作者 Lin、Kernighan
命名，基于 k-最优算法流程，LKH3是一个强大的启发式求解器，可以解得
许多问题的最优解。通过调整 LKH3的随机尝试次数，能够权衡耗时与精
度（默认 5次随机尝试）。实验中，LKH3的默认版本被命名为 LKH3-fast，
这也是 PPO-BiHyb模型的下层优化算法。实验还考虑了另一种更耗时的版
本，即 100次随机尝试的 LKH3-accu。

• 机器学习方法。目前多数现有的 TSP神经网络求解器只能处理二维平面上
欧式距离的 TSP[25,80,233,238]，这和本节的 HCP使用条件不一致。因此，作
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表 4-9 FHCP数据集上汉密尔顿回路问题（HCP）的实验结果。
Table 4-9 Results on Hamiltonian cycle problem (HCP) from FHCP dataset.

方法名称
数据集 FHCP-500/600 (节点数 =535.1)

TSP目标函数 ↓ 发现汉密尔顿回路 ↑

Nearest Neighbor[239] 79.6±13.4 0%
Farthest Insertion[36] 133.0±31.7 0%

LKH3-fast[37] 13.8±25.2 0%
LKH3-accu[37] 6.3±13.0 20%

PPO-Single[54] 9.5±45.6 0%
Random-BiHyb 10.0±21.9 0%

PPO-BiHyb 6.7±14.0 25%

者基于目前最一般的框架[54]重新实现了 PPO-Single，其中神经网络的设计
细节与 PPO-BiHyb保持一致。随机的 Random-BiHyb方法也被一起比较。

HCP实验在包含了 1001个难解 HCP实例的 FHCP数据集[240]上进行。已知

该数据集的所有实例都存在汉密尔顿回路，但对于标准的 HCP/TSP启发式算法
而言，找到它们并不容易。实验结果总结在表 4-9中，数据集名称 FHCP-X/Y代
表了节点数目在 X到 Y之间，“TSP目标函数”基于 HCP转化得到的 TSP问
题计算，训练集由 FHCP数据集中节点数目在 250到 500之间的图组成。PPO-
BiHyb的性能与最强的启发式算法 LKH3-accu相当，且在发现汉密尔顿回路的
能力上甚至可以超越 LKH3-accu，而发现更多的汉密尔顿回路正是 HCP的最终
目标。PPO-Single的集束搜索宽度设置为 12，它的推理时间比 PPO-BiHyb长 10
倍，但其性能仍然不如双层的 PPO-BiHyb。此外，基于随机搜索的双层优化方法
Random-BiHyb也可以提升下层算法 LKH3-fast的性能。

4.5 本章小结

传统算法与机器学习方法是求解排列型组合优化问题时两种重要的技术路

径。融合算法的核心优势是在求解纯优化问题时，性能通常比单独的神经网络或

传统求解器更高。本节的初步研究证明，将机器学习与传统算法融合，能够同时

利用机器学习算法的高效率以及传统算法高精度、强理论保证等优势。特别地，

为了与第三章的纯机器学习方法区分，作者在图4-22中总结了与传统算法融合的
机器学习方法的三大技术特点：更精细、更可靠、更易学。其中，更精细体现在

算法设计时需要充分理解传统算法和机器学习的内部原理和具体优势、劣势。由

于不同具体问题、不同传统算法的组合非常多，较难产生通用的融合求解范式，

而是需要针对具体场景精细化设计。例如，4.2节专为 A* 算法和图编辑距离设
计，4.3节专为无监督图匹配任务设计，4.4节需要了解每个问题的最优启发式方
法。更可靠体现在传统算法能够提供性能兜底，规避神经网络可能的泛化性差、
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第四章:融合传统算法学习求解

传统算法、机器学习交互式提升

4.2节:图编辑距离融合求解

机器学习指导传统算法

4.3节:无监督图匹配神经网络
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图 4-22 第四章融合传统算法的学习求解排列型组合优化研究总结。
Figure 4-22 Summary of research on fused traditional solvers and machine learning
for permutation-based combinatorial optimization.

网络坍缩等问题，对实际应用更加友好。例如，4.2节和4.3节的传统算法能够提
供比神经网络更精确的结果（虽然耗时更长），4.4节的框架保证了融合算法的性
能不会劣于启发式本身。更易学体现在神经网络在融合算法中只需完成某个具

体任务，不需要学习问题参数到解的映射。例如，4.2节中神经网络只需回归相
似度分数，4.4节的神经网络只需学习改图策略。
在技术层面，本章总结了三种融合范式，分别是4.2节的神经网络指导传统算

法、4.3节的传统算法指导神经网络、4.4节的神经网络于传统算法对等融合。面
向具体问题，本章还有如下技术贡献：4.2节以图编辑距离问题中传统的 A*算法
为基础，通过在经典的树搜索步骤中引入神经网络预测模块，显著提升了传统算

法的效率。4.3节以图匹配问题中最新的深度学习求解方法为基础，融合了多种
传统图匹配求解算法，通过差异最小化框架进行无监督学习，在二图匹配、多图

匹配、混合模态多图匹配等实际任务中实现了无监督预训练。4.4节将机器学习
和传统算法分别看成双层优化的上、下层，设计了一种强化学习框架求解通用的

（排列型）组合优化问题。在三个经典问题上的实验结果表明，相比于单独的机

器学习模型和单独的传统启发式算法，双层融合算法的性能更强。当然，本章的

研究只是对三种融合范式（传统算法指导、机器学习指导、传统算法和机器学习

对等）的初探，面向丰富的具体问题，作者相信融合框架还有广阔的发展空间和

应用前景。
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5.1 本章引言

排列型组合优化问题具有广泛的应用场景和丰富的理论内涵，在技术层面

涵盖了传统的优化算法到最新的机器学习、深度学习方法。排列型组合优化方法

论的丰富性一方面带来了深刻的研究价值，但另一方面，过于复杂、专业的技术

细节实际上限制了该领域的发展和应用。为了一定程度上解决排列型组合优化

实践中的挑战，本文作者提供了若干排列型组合优化的算法实现，统一了编程接

口，编写了详细文档，开源了面向排列型组合优化（特别是图匹配）设计的开源

算法框架。其中，面向下游应用场景的图匹配通用算法库（pygmtools）面向广
大科研、工程人员设计，无需了解过多的算法细节即可调用成熟的传统/机器学
习求解器。面向科研的深度图匹配系统（ThinkMatch）专为本方向的科研人员设
计，系统支持完善的训练、测试功能，能够快速验证算法、调整超参数等。面向

国内自主研发的深度学习框架“计图”的图匹配求解复用了计图高效率的框架，

同时也为计图带来了图匹配建模、求解等功能。一方面，这些开源工作是作者到

目前为止研究工作的总结和凝练；另一方面，作者希望这些开源工作可以进一步

壮大开源社区，促进国内外相关领域的深入研究。

5.2 pygmtools：面向下游应用的图匹配通用算法库

鉴于图的强大表达能力以及匹配任务的广泛需求，图匹配问题的重要性已

被广泛认可[98-99]，图匹配技术具有广泛的应用场景[17-18,24,212,241-242]。图匹配的

技术优势来自两方面：一方面，图匹配明确的数学形式（公式 (3.1)）显式地建模
了点和边的特征，而多数匹配方法（例如点匹配方法[10,243]）只考虑了节点特征。

图匹配方法的理论上限显然更高。另一方面，最新的深度图匹配方法[16,77,244]提

供了可微的图匹配求解器，更容易集成到端到端的深度学习框架中。本节介绍了

面向多种深度学习和科学计算框架的图匹配通用算法库 pygmtools17，它的核心
优势在于易用性和通用性。

5.2.1 开发动机与竞品比较

随着图匹配受到的关注日益增加，作者希望建立一个易于使用的图匹配工

具，为广大科研人员、开发人员提供最常用的图匹配求解算法。在框架设计时，

选择 Python作为编程语言，一方面可适配日益发展的深度学习技术（Python已
经是深度学习领域事实上的标准编程语言），另一方面也可以支持使用 Python编

17代码：https://github.com/Thinklab-SJTU/pygmtools，文档：https://pygmtools.readthedocs.io/
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表 5-1 不同开源图匹配算法库的功能比较。
Table 5-1 Feature comparison among different open-source GM libraries.

算法库名称 pygmtools LPMP ZAC_GM multiway

线性求解器数 2 1 2 1
二图求解器数 3 1 9 1
多图求解器数 3 1 4
神经求解器数 4 1

支持新算法开发 ✓ ✓ ✓ ✓
支持深度学习 ✓ ✓
支持 GPU ✓
在线文档 ✓ ✓

支持 pip install ✓ (✓)
支持编程语言 Python C++/Python Matlab Matlab

程的科学计算工作。此外，基于 Python的软件生态也得到了很好的发展，已经
有了 PyTorch[245]、Numpy[246]等优秀的开源项目。

表5-1总结了现有的开源图匹配算法库，表格中“(✓)”符号表示该功能还有
继续完善的空间。目前现有的图匹配库中，大部分都是学术论文对应的开源代码

（其中包括了论文实验中的比较方法）。这些开源代码更多聚焦于新算法的实现、

评测以及论文实验结果的可复现性，而一定程度上忽略了代码的易用性。此外，

在论文正式发表多年后，这些开源代码通常缺乏积极的更新、维护。这些局限性

都为新接触相关领域的研究人员造成了一定阻碍。例如，ZAC_GM是传统图匹
配求解器论文[117]的官方代码，multiway则是多图求解器[91]的官方代码。这两个

Matlab代码仓库都提供了几种其他的二图匹配或多图匹配算法。需要注意的是，
Matlab是一个商业软件，因此它们实际上不属于“纯粹”的开源项目。

在作者看来，LPMP是目前最符合开源精神的图匹配算法库。LPMP包含了
同一作者撰写的若干论文的具体实现，涵盖了二图匹配[247]、多图匹配[93]和深度

学习图匹配[82]等具体技术。然而，LPMP包含的求解器不够全面，并且它的易用
性、GPU支持性有待改善。例如，LPMP支持 pip install，但需要在本地配置编译
器，抬高了用户的使用门槛。LPMP的所有求解器代码仅支持 CPU运行。作为
对比，本节介绍的 pygmtools可以通过简单的 pip命令安装，对深度学习和 GPU
的支持可以根据需要灵活配置。此外，作者鼓励社区用户通过 GitHub的合并请
求（pull request）提交新的求解器，完善 pygmtools的功能。

5.2.2 设计细节与工具用法

基于 Python完善的机器学习和科学计算生态，pygmtools工具能够覆盖尽可
能多的用户和场景。pygmtools旨在提供最先进的图匹配算法，包括二图匹配、多
图匹配和最新的深度图匹配算法，支持多种计算后端（包括国内自主研发的深度
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图 5-1 开源项目 pygmtools的五层架构。
Figure 5-1 Architecture of pygmtools project with 5 layers.

学习框架计图、飞桨和昇思，以及科研中常用的Numpy、PyTorch和 TensorFlow）。
对于不同的图匹配算法和不同的计算后端，作者开发了统一的 API接口。本工具
遵循白玉兰开源倡议18，基于 Mulan PSL v2许可证19，不存在任何闭源的依赖。

作者提供了一个面向初学者的图匹配指南以及具体实例，涵盖了匹配一般图、匹

配图像、对齐神经网络等任务。

作为一个标准的 Python软件包，pygmtools的安装配置非常简单，支持标准
的 pip install命令：

1 pip i n s t a l l pygmtools

这一命令会自动安装图匹配核心功能和其他依赖。安装完毕后，即可基于Numpy
后端开展工作。若需要其他后端，也可按需进行配置。

处理实际的图匹配问题包括了问题建模、问题求解两个步骤，这两个步骤均

可采用 pygmtools处理。假设 A1, A2是邻接矩阵，n1, n2是节点数目，只需 9行
代码即可实现图匹配：

1 import numpy as np
2 import pygmtools as pygm
3 from f u n c t o o l s import p a r t i a l
4 conn1 , edge1 = pygm . u t i l s . dense_to_sparse (A1)
5 conn2 , edge2 = pygm . u t i l s . dense_to_sparse (A2)
6 a f f = p a r t i a l (pygm . u t i l s . gauss ian_aff_fn , sigma =1.) # 相似度函数
7 K = pygm . u t i l s . build_aff_mat (None , edge1 , conn1 , None , edge2 , conn2 ,

edge_aff_fn=a f f ) # 问题建模
8 S = pygm . rrwm(K, n1 , n2 ) # 图匹配求解
9 X = pygm . hungarian (S) # 转换成离散解

18http://www.baiyulan.org.cn/
19https://opensource.org/license/mulanpsl-2-0/

123

http://www.baiyulan.org.cn/
https://opensource.org/license/mulanpsl-2-0/


上海交通大学学位论文 第五章 排列型组合优化问题的学习求解开源

问题建模步骤将节点和边的特征转换为相似度矩阵 K ∈ Rn1n2×n1n2。其中，函数

pygm.utils.build_aff_mat根据用户配置，计算所有点到点、边到边的相似度分
数，并将所有相似度得分映射到正确位置，得到了公式 (3.1)中的目标函数。在
这个例子中，问题求解步骤采用了 RRWM求解器[34]。此外，pygmtools还支持
调用其他求解器[35,77,87,95]，包括3.2、3.3、4.3节的求解器。

pygmtools的一个设计动机是为了满足科研社区不断增长的图匹配需求。在
不同的场景下，考虑到计算设备、现有工具链、政策法规等因素，所需的计算

框架（即后端）可能是不同的。pygmtools设计了一个通用的前端 API来适配大
多数后端。其中，在科学计算领域广泛使用的 Numpy能够适配最多的计算设备
和操作系统，是默认后端；此外，还支持计图（Jittor）、飞桨（Paddle）、昇思
（MindSpore）、PyTorch、Tensorflow等深度学习框架。开发者可以根据需要选择
后端，并可基于后端调用 GPU。在代码设计中，前端 API保持一致，后端框架
可根据需要导入。

1 pygm .BACKEND = ’ pytorch ’ # 全局修改默认后端
2 S = pygm .ngm(pygm . u t i l s . from_numpy(K) , n1 , n2 ) # S是一个PyTorch张量
3 X = pygm . hungarian (S . detach ( ) . numpy( ) , backend=’numpy ’ ) # X是一个

Numpy数组

除了核心的问题建模、求解功能之外，pygmtools还包含了以下功能：

• 评测集准。 pygmtools提供了图匹配科研的评测基准，以提供统一的数据
接口和评估函数，创建公平的图匹配评测基准。它支持五个常用的图匹配

数据集。

• 集成测试。为了确保开源代码质量，作者利用了 GitHub actions功能运行自
动测试，并确保不同后端的函数能够输出相同的结果。集成测试还使用了

静态测试工具 codecov20以保证覆盖率。本文写成时，自动集成测试已覆盖
了 94%的代码。

5.3 ThinkMatch：面向科研的深度图匹配系统

排列型组合优化问题的具体种类繁多，在研究一个新问题时，通常缺乏可复

用的开源算法和测评基准。尤其是进入深度学习时代后，开发一个深度模型需要

实现训练、测试、数据集接口、超参数调整、训练可视化等功能，比传统的非学

习求解器更具挑战性。上述工程实践的负担实际上造成了对机器学习排列型组

合优化研究的障碍，容易“劝退”新接触该领域的研究者。为了降低其他研究者

的学习成本，本文的所有技术均已开源（包括完整的训练、测试代码和预训练模

型）。特别地，对于3.2、3.3、4.3节关注的图匹配和二次指派问题，面向排列型组

20https://about.codecov.io/
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合优化与机器学习领域的科研人员，作者通过整合现有技术框架，开源了一个深

度图匹配系统——ThinkMatch21。

5.3.1 开发动机与系统特色

实际上，ThinkMatch的初始版本是作者在开展图匹配和二次指派研究时的
实验平台。随着研究的开展，作者一方面认识到了整合代码、维护科研系统的重

要性，另一方面，作者也了解到开源社区对最先进的深度学习模型、不同模型的

公平评测等需求。因此，作者重新整理了现有代码，并发布了首个深度图匹配的

科研系统。具体而言，ThinkMatch的开发和开源主要出于以下目的：

• 为了未来的深度学习排列型组合优化研究提供基础性的模块；

• 提供学术界最先进、最前沿的深度图匹配模型的实现；

• 在不同数据集、不同参数设定下，公平地比较不同模型的性能。

与 pygmtools的区别和联系。ThinkMatch与 pygmtools的目标使用场景不同。
ThinkMatch面向的是排列型组合优化和机器学习领域的科研人员，协助他们更
高效地开发下一代深度图匹配算法。ThinkMatch支持算法修改、模型配置、训
练测试等科研中的常用功能。pygmtools面向更广泛的下游应用，用户无需了解
过多的算法细节即可方便地调用。pygmtools更强调安装容易、用户友好、适配
自主框架等特点，突出易用性。不过，ThinkMatch的许多功能依赖于 pygmtools，
包括数据集加载、测评，传统求解器调用等。另一方面，pygmtools中的预训练
神经网络权重是在 ThinkMatch系统中训练的。作者希望，这两个项目可以在开
源社区中持续发展、相互促进。

具体而言，面向科研的 ThinkMatch系统具有以下特色：

• 支持多种深度图匹配神经网络。具体而言，包括了3.2节介绍的 PIA-GM、
PCA-GM和 IPCA-GM模型，3.3介绍的NGM、NHGM、NMGM模型，4.3节
介绍的 GANN-GM、GANN-MGM、GANN-MGM3模型。此外，还支持学

术界的其他基准模型，例如 GMN[16]和 BBGM[82]。

• 支持优化求解、图像匹配的应用。该系统支持优化数据集（例如 QAPLIB）
的数据加载、预处理、训练测试等功能，同时支持深度图匹配方法在图像

匹配问题的应用。在图像任务中，支持不同的 CNN主干网络的灵活配置，
例如 VGG网络[128]和 ResNet网络[220]，支持并行的图像加载、预处理等功

能。

21代码：https://github.com/Thinklab-SJTU/ThinkMatch，文档：https://thinkmatch.readthedocs.io/

125

https://github.com/Thinklab-SJTU/ThinkMatch
https://thinkmatch.readthedocs.io/


上海交通大学学位论文 第五章 排列型组合优化问题的学习求解开源

• 支持深度神经网络的训练和测试。深度学习的训练和测试需要依赖较复杂
的代码框架。ThinkMatch提供了完整的训练、测试框架，其中训练流程支
持灵活地配置优化器、学习率策略，同时支持监督学习和非监督学习。测

试功能基于 pygmtools的基准评测函数，可以为所有方法提供公平的测试
结果。

• 支持预训练模型加载功能。训练过程中的模型权重会自动保存在特定目录
下。如果训练程序中断，可以随时加载模型权重重启训练；此外，ThinkMatch
还支持迁移学习等研究方向。

• 支持模型、数据集的灵活定制。通过修改 yaml格式的配置文件，科研人员
可以灵活地修改模型参数、数据集设定；通过仿照现有模型的源码，可以

快速开发迭代新的模型，进行科研探索。

• 环境配置方便快捷。深度学习研究的一大痛点是环境配置，处理 GPU 依
赖、编译器等复杂的工具链需要耗费研究人员的大量精力。ThinkMatch采
用了容器技术，提供了预先打包的 docker镜像，用户只需拉取在线镜像即
可完成复杂的环境配置。

5.3.2 系统使用方法

本节介绍 ThinkMatch系统的安装方式，以及主要功能（训练、测试）的使
用方法。

安装环境。若设备上已安装 docker22或 singularity23等容器环境，推荐使用
docker镜像安装。作者提供了一个预配置镜像，该镜像可在 docker和其他兼容
的容器（如 singularity）上运行。若使用 docker作为运行容器，在 Linux系统中，
执行以下命令获取镜像：

1 docker p u l l runzhongwang/ thinkmatch : torch1 . 6 . 0 - cuda10 . 1 - cudnn7 - pyg1
. 6 . 3 - pygmtools0 . 3 . 5

针对不同的 GPU型号和驱动版本，ThinkMatch提供了多个 docker镜像以针
对不同的 PyTorch/CUDA/PyTorch-Geometric版本组合。请根据用户的 GPU型号
及 CUDA版本做出选择：

1 thinkmatch : torch1 . 6 . 0 - cuda10 . 1 - cudnn7 - pyg1 . 6 . 3 - pygmtools0 . 3 . 5 # GTX10
and RTX20 GPUs

2 thinkmatch : torch1 . 7 . 1 - cuda11 . 0 - cudnn8 - pyg1 . 6 . 3 - pygmtools0 . 3 . 5
3 thinkmatch : torch1 . 1 0 . 0 - cuda11 . 3 - cudnn8 - pyg2 . 0 . 3 - pygmtools0 . 3 . 5 #

RTX30 GPUs

22https://www.docker.com/
23https://docs.sylabs.io/guides/3.11/user-guide/
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训练与测试模型。运行命令

1 python tra in_eva l . py - - c f g path/ to /your/yaml

其中“path/to/your/yaml”是实验配置的 yaml文件地址，例如

1 exper iments /vgg16_pca_voc . yaml

默认的配置文件均为 yaml格式并存储于“experiment/”路径下。
加载预训练模型进行测试。 ThinkMatch提供所包含的模型与数据集的预训

练模型。下载模型到本地后，将以下内容添加到配置文件：

1 PRETRAINED_PATH: path/ to /your/ pr e t r a in ed / weights

模型文件的命名规则为“前缀 _CNN主干网络 _模型名称 _数据集名称.pt”。随
后运行命令

1 python eva l . py - - c f g path/ to /your/yaml

即可加载预训练模型并执行测试。

5.4 面向计图的图匹配求解框架设计与实现

计图（Jittor）是清华大学图形学实验室开发的开源深度学习和高性能计算框
架24。计图吸收了 PyTorch等成熟框架易编程、用户友好的优点，在计算层面引
入动态编译（just-in-time，JIT）技术，在保留易用性的同时提高了框架的计算效
率。在应用层面，计图可适配国内外多种主流的计算设备和操作系统。考虑到图

匹配任务在深度学习、高性能计算等领域的广泛需求，面向计图日益壮大的用户

社群，作者为计图设计并开发了图匹配求解功能。这是首个面向国内自主框架、

支持完整图匹配功能的设计与实现。

5.4.1 技术特点

面向计图的图匹配求解功能作为 pygmtools算法库的功能之一，具有以下技
术特点：

• 计图原生 API 调用。图匹配求解器中，所有计算操作均调用计图的原生
API，避免了额外的数据转换开销。基于原生 API调用，用户可以最大化利
用计图的计算效率，且在深度学习应用中可以最大程度的保留梯度信息。

• 支持动态编译。动态编译（JIT）技术是计图框架的主要优势，作者开发的
图匹配功能将这一优势完整地保留。在实际操作中，首先图匹配算子和其

他算子一起被快速定义，随后在运行时执行动态编译，提升计算效率。

24https://cg.cs.tsinghua.edu.cn/jittor/

127

https://cg.cs.tsinghua.edu.cn/jittor/


上海交通大学学位论文 第五章 排列型组合优化问题的学习求解开源

(a) 随机生成的同构图 (b) 相似度矩阵

(c) 匹配结果

(d) 对齐后的同构图

图 5-2 计图图匹配框架的应用案例可视化。
Figure 5-2 Visualization of an application of Jittor’s graph matching framework.

• 完整的求解算法支持。对标 PyTorch、Numpy等其他主流后端，本文作者
为计图开发了完整的线性匹配、二图匹配、多图匹配、神经网络图匹配等

功能。完整的求解算法可以支持计图在众多复杂场景下的应用。

• 支持科学计算与深度学习。高性能科学计算和深度学习是计图框架设计的
两大应用场景，也是图匹配算法的主要应用领域。图匹配算法与计图的结

合将进一步拓宽相关框架的应用场景，助力下游领域的研究和应用。
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5.4.2 应用案例

在线文档25中，作者提供了若干基于计图编写的图匹配应用案例。此处以经

典的同构图对齐任务为例进行说明：

第一步：导入计图等依赖库。

1 import j i t t o r as j t # 导入计图
2 import pygmtools as pygm
3 pygm .BACKEND = ’ j i t t o r ’ # 设置计图后端
4 j t . f l a g s . use_cuda = j t . has_cuda # 设置GPU支持

第二步：随机生成两个同构的图，但将节点顺序随机打乱。可视化的结果如
图5-2(a)所示，从视觉上看，这两个图结构毫无关联。

1 X_gt = j t . z e r o s ( ( num_nodes , num_nodes ) )
2 X_gt [ j t . arange (0 , num_nodes , dtype=j t . in t64 ) , j t . randperm (num_nodes ) ]

= 1
3 A1 = j t . rand (num_nodes , num_nodes ) # 图1的邻接矩阵
4 A2 = j t . matmul ( j t . matmul (X_gt . t ( ) , A1) , X_gt) # 图 2的邻接矩阵
5 n1 = n2 = j t . Var ( [ num_nodes ] )

第三步：基于连边关系计算相似度并构造相似度矩阵。相似度矩阵的可视化
的结果如图5-2(b)所示，该矩阵是公式 (3.1)中的参数 K。

1 conn1 , edge1 = pygm . u t i l s . dense_to_sparse (A1)
2 conn2 , edge2 = pygm . u t i l s . dense_to_sparse (A2)
3 import f u n c t o o l s
4 gauss i an_af f = f u n c t o o l s . p a r t i a l (pygm . u t i l s . gauss ian_aff_fn , sigma

=.1) # 设置相似度函数
5 K = pygm . u t i l s . build_aff_mat (None , edge1 , conn1 , None , edge2 , conn2 ,

n1 , None , n2 , None , edge_aff_fn=gauss ian_af f )

第四步：调用计图框架下的求解算法，求解匹配关系。节点匹配关系如图5-
2(c)中的绿色连线所示。

1 X = pygm . rrwm(K, n1 , n2 )

随后，根据匹配结果将图 2的节点重新排列，得到图5-2(d)。通过图匹配算法对
齐后，两个图的同构关系在可视化结果中非常明显。

上述应用案例希望通过具体实例，向用户展示计图框架下的图匹配求解器用

法。此外，在线文档还包含了子图匹配（subgraph matching）、种子图匹配（seeded
graph matching）、图像匹配（image matching）、深度学习图像匹配（deep image
matching）、神经网络融合（neural network fusion）等主题。

25https://pygmtools.readthedocs.io/en/latest/auto_examples/index.html#jittor-backend-examples
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5.5 本章小结

分别面向一般的图匹配应用，以及面向专业的科研人员，本文作者分别开

发了 pygmtools 与 ThinkMatch 工具。其中，pygmtools 强调易用性，安装简单，
为常用的二图匹配、多图匹配、深度学习图匹配算法开发了统一的编程接口。

ThinkMatch强调科研工具的完备性，涵盖了目前为止学术界广泛认可的最先进
模型与算法，并提供其在各种经典数据集上的训练与评估功能。此外，本文面向

国内自主研发的开源框架“计图”开发了完善的图匹配功能，并提供了详细的应

用案例。开源后，上述工具受到了开源社区的一定关注。截至本文写成时（2023
年 3月），上述开源仓库在 GitHub上共收获了 877次收藏（star）、119次派生
（fork），共有 12位独立贡献者。pygmtools被全球用户总计下载了 3.1万次。此
外，ThinkMatch已经成为深度图匹配研究事实性的基础系统，国内外一系列已
公开代码的论文[82,248-250]均是基于 ThinkMatch进一步开发、扩展的。

上述开源工具还存在许多待提高的地方，开源社区的讨论和反馈也促进了

这些工具的不断完善。作者希望，这些开源工作可以进一步促进机器学习与排列

型组合优化领域的深入研究，同时带动图匹配技术与自主深度学习框架在各种

下游场景的应用。
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第六章 总结与展望

6.1 工作总结

本文主要研究了机器学习用于求解排列型组合优化的理论和方法论。由于

排列型组合优化刻画了匹配、排序、路径规划等常见场景，研究排列型组合优化

的求解具有广泛的现实意义；此外，求解最优解通常具有 NP难的复杂性，在理
论层面，研究排列型组合优化具有足够的挑战性。近年来，机器学习尤其是深度

学习技术的快速发展，为排列型组合优化这一历久弥新的研究领域带来了新的

机遇。数据驱动的机器学习方法有潜力替代传统求解算法中冗杂的人工设计，这

已经成为国际学术界的普遍共识。本文分别针对纯机器学习的求解方法，以及机

器学习与传统求解器融合的方法开展了研究，初步证明了这两种方法论的可行

性，在若干实际问题中展示了机器学习方法的优越性。

特别地，针对纯机器学习的排列型组合优化求解方法：

• 3.2节面向图匹配问题首次设计了一种图嵌入方法，将图匹配的高阶图结构
信息嵌入到节点特征。基于此方法，原本 NP难的图匹配问题简化为了可
在多项式时间内精确求解的线性指派问题，采用 Sinkhorn网络进行可微分
求解。在仿真数据和真实图像的匹配任务上，基于深度图嵌入的图匹配求

解方法超越了现有的深度图匹配以及传统算法。

• 3.3节面向最一般的 Lawler 形二次指派问题，设计了一种纯神经网络求解
器。通过将问题参数转化成等价的伴随图形式，原问题转变成了在伴随图

上求解顶点分类问题。利用图神经网络求解顶点分类的能力，作者设计了

一种求解 Lawler形二次指派的纯神经网络方法。在优化任务上，神经网络
求解器超越了传统算法；此外，神经网络求解器还拥有嵌入其他端到端学

习框架的灵活性，在图像匹配任务上达到了最高的匹配精度。

• 3.4节面向基数约束的排列型组合优化问题，对纯神经网络求解方法的理论
和实验性质开展了研究。研究揭示了一定条件下，神经网络的约束满足程

度与求解性能的正相关性，并在理论上推导了三种输出层网络对应的约束

满足程度。在纯优化问题的实验结果显示，合理设计的神经网络求解器可

与商用求解器性能持平甚至更好；此外，在预测性投资组合优化任务上，作

者再次展示了纯神经网络可嵌入端到端深度学习框架的优势。

针对融合传统算法的排列型组合优化学习求解方法：

• 4.2节以图编辑距离的传统 A*求解器为基础，设计了一种神经网络模块以
替代传统算法流程中的人工启启发式预测。与 A*算法的动态规划特性相
对应，神经网络能够提供更高效的剪枝策略，神经网络本身也可通过复用
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中间结果进行提速，这些特点带来了算法效率的显著提升。此外，神经网

络的高预测精度使得实验中融合求解器的精度损失几乎可以忽略不计。

• 4.3节以现有的图匹配深度学习框架为基础，设计了一种将传统求解器分支
与深度图匹配分支差异最小化的无监督学习框架。该框架降低了深度图匹

配对标注数据的依赖，且具有灵活性，对不同的求解器、不同的匹配条件

均适用。实验中，将无监督学习的模型直接用于小规模数据集上，可以达

到与监督学习方法接近的精度；在大规模数据集上通过预训练 +微调模式，
匹配精度超越了无预训练的监督学习方法。

• 4.4节设计了一个通用的双层优化融合框架，将强化学习智能体与传统启发
式求解器分别视为上、下层优化，上层的强化学习智能体在不扩大问题可

行域的前提下修改问题结构，下层的传统启发式求解修改后的问题。这种

双层融合框架降低了对深度学习模型容量的需求，减轻了强化学习的稀疏

奖励问题，还提升了现有启发式方法的求解性能。实验证明，这种双层融

合框架的求解性能优于单独的单层强化学习模型或启发式求解器。

在本文的研究视角下，纯机器学习方法与融合方法的核心优势分别如下：纯

机器学习方法具有嵌入其他端到端深度学习框架的能力（即可微分），例如3.2节
和3.3节中，纯机器学习求解器可以与深度感知模块端到端地结合。3.4节中，纯
机器学习求解器可以和资产价格预测网络结合，进行端到端的学习。在这种前端

的预测/感知与后端的决策一体化的任务中，纯机器学习的算法可凭借其端到端
的能力、与前端模块高度耦合，展现其性能优势。融合方法在求解纯优化问题时

性能更强，例如，4.2节中，A*搜索算法与精确的神经网络预测共同带来了融合
算法的高精度；4.4节中，传统的启发式算法更是为双层融合框架带来了性能的
兜底保证。在纯优化问题的求解中，凭借传统算法的理论保证和先验知识，辅助

以深度学习方法的高效性，通常可以获得更高的求解精度。此外，特定的融合方

式也可提升纯机器学习方法的性能，例如4.3节的无监督学习框架。在方法论的
角度，纯机器学习方法更加灵活，定义训练集、目标函数后即可端到端地训练；

融合方法更加精细化，需要深入理解具体问题的传统求解算法，设计的融合方法

才会高效。

分别面向图匹配的下游科研与应用、面向排列型组合优化与机器学习的深

入研究、面向国内自主研发的深度学习框架“计图”，本文整理并开源了排列型

组合优化（特别是图匹配和二次指派）问题的求解框架。这些开源框架已经受到

了来自开源社区和科研人员的广泛欢迎。

最后，作者也认识到，站在优化理论的角度，机器学习并不能改变多数排列

型组合优化问题的 NP难属性。本文关注的是在具体实践中，如何提升困难问题、
大规模实例的求解效率。这种实践上的性能提升是可行的，以现有的传统优化算

法为例，它们的理论近似比通常刻画的是最坏情况的近似程度，在实践中，这些
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传统算法的性能通常远超它们的理论近似比。此外，发掘组合优化问题的最优结

构也是引入机器学习的重要动机，本文4.4节在这个方向进行了初步尝试，未来
还有更多空间值得研究、探索。

6.2 未来展望

本文分别在技术、理论和开源算法层面，对排列型组合优化问题的机器学习

求解做出了一定程度的研究和贡献。作者认为，通用性是机器学习求解方法在

下阶段的发展重点，与其他 AI领域热点问题的交叉、结合也是重要的发展方向。
具体而言，还有以下方向值得在后续工作中继续研究和探索：

• 更通用的纯机器学习求解范式。本文研究的纯机器学习求解范式更多地针
对特定的排列型问题（例如图匹配、二次指派、基数约束）设计专用的网

络结构，特别地，上述排列约束均可采用 Sinkhorn算法进行处理。如何将
这一方法论进一步泛化，更通用地处理（排列型）组合优化问题，是一个

有潜力的研究方向。此外，在扩展到更通用场景后，如何保持理论上可控

的约束违反程度，也是下一步研究的挑战。

• 更通用的整数规划融合求解。在所有组合优化问题中，（混合）整数规划是
一类最典型的问题，许多实际问题可以写成整数规划形式，进而采用先进

的商用求解器进行求解。虽然在整数规划求解中融合机器学习已经得到了

学术界的广泛关注[67,69,230,251]，但是，商用求解器依然是目前实际落地的

首选。作者认为，进一步发掘整数规划求解器中的可融合流程（包括但不

限于预求解、分支策略、割平面、启发式等），将会是开源的融合算法突破

通用性瓶颈、迈向实际应用的发展方向。

• 与大语言模型的相互赋能。2022年底，ChatGPT的横空出世引爆了公众对
新一轮人工智能革命的无限遐想。目前“大语言模型”所展现的语言组织、

意图理解、对话能力有望成为新的 AI“基础设施”，但大语言模型缺乏数
学、逻辑能力的缺陷亦有目共睹。作者认为，本文所关注的优化、求解能

力可以与大语言模型形成优势互补。具体地，对真实问题进行数学建模需

要大量的专业知识，或可利用大语言模型从自然语言和多轮对话中完成自

动化建模；此外，目前的大语言模型缺乏逻辑、数学计算等能力，优化求

解结果或可作为下一轮输入，赋能大语言模型的智能分析和决策。

• 下游领域的典型应用。本文探索了排列型组合优化求解在机器视觉、运筹
优化、数据挖掘等计算机相关场景的应用。作者认为，人工智能驱动的科

学研究（AI for Science）是未来人工智能研究的重要方向之一。考虑到优
化问题在基础科学中广泛存在，在未来，作者计划将机器学习求解排列型

组合优化的范式用于以生命科学为代表的基础科学领域。例如，蛋白质的
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对接（docking）可以视为匹配问题，联合用药可以视为（目标函数黑盒的）
基数约束优化问题。

• 进一步发展开源社区。开源社区以及网络上的公开资源曾为作者的研究提
供了极大的帮助。开源工作的未来任务包括积极维护代码、进一步增强易

用性、紧跟研究热点等。作者希望，本文的开源工作可以在开源社区和科

研人员中形成良性循环，进一步促进机器学习排列型组合优化领域的发展

以及相关开源工具链的完善。
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附录 A 3.4节定理的详细证明

在正式给出3.4节定理的详细证明之前，首先再次强调3.4节给出的如下定义：

• T∗ = TopK(D)是公式 (3.48)线性整数规划形式的 OT问题的最优解。它等
价于首先将所有元素排序，随后选取其中前 k个。如果第 k个和第 (k+1)

个元素相等，算法会随机地选择其中一个，以严格满足基数约束；

• Tτ∗= Sinkhorn(D)是公式 (3.49)熵正则化后的OT问题的最优解，由Sinkhorn
算法求解得到。它也是 CardNN-S算法的输出；

• Tσ∗ = TopK(D̃)是公式 (3.54)中，受 Gumbel噪声扰动后的线性整数规划形
式的 OT问题的最优解。它等价于首先添加 Gumbel噪声，随后将所有扰动
后的元素排序，并选取其中前 k个。如果扰动后的第 k个和第 (k+1)个元

素相等，算法会随机地选择其中一个，以严格满足基数约束；

• T̃∗ = Sinkhorn(D̃)是公式 (3.55)中，受 Gumbel噪声扰动后，添加熵正则
化项的 OT问题的最优解，由 Sinkhorn算法求解得到。它也是 CardNN-GS
算法的输出。

A.1 命题 3.4的证明

首先介绍一个引理，用于证明命题 3.4:

引理 A.1. 已知实数 ϕi,ϕ j, 且 ui,u j 来自独立同分布的均匀分布 U(0,1)。在添加

Gumbel噪声后，ϕi +gσ (ui)> ϕ j +gσ (u j)的概率是:

P(ϕi +gσ (ui)> ϕ j +gσ (u j)) =
1

1+ exp−ϕi−ϕ j
σ

. (A.1)

证明. 因为 gσ (ui) =−σ log(− log(ui))，P(ϕi+gσ (ui)> ϕ j +gσ (u j))等于如下不等

式成立的概率:

ϕi−σ log(− log(ui))> ϕ j−σ log(− log(u j)) (A.2)

我们有

ϕi−ϕ j > σ log(− log(ui))−σ log(− log(u j)) (A.3a)
ϕi−ϕ j

σ
> log

(
log(ui)

log(u j)

)
(A.3b)

e
ϕi−ϕ j

σ >
log(ui)

log(u j)
(A.3c)
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由于 u j ∈ (0,1), log(u j)< 0，则

log(u j)< log(ui)e−
ϕi−ϕ j

σ (A.4a)

log
(
u j
)
< log

(
u

exp−
ϕi−ϕ j

σ
i

)
(A.4b)

u j < u
exp−

ϕi−ϕ j
σ

i (A.4c)

因为 ui,u j 来自独立同分布的均匀分布，上式成立的概率是

∫ 1

0

∫ u
exp−

ϕi−ϕ j
σ

i

0
du j dui =

∫ 1

0
u

exp−
ϕi−ϕ j

σ
i dui =

1

1+ exp−ϕi−ϕ j
σ

(A.5)

因此，公式 ϕi +gσ (ui)> ϕ j +gσ (u j)成立的概率是

P(ϕi +gσ (ui)> ϕ j +gσ (u j)) =
1

1+ exp−ϕi−ϕ j
σ

(A.6)

接下来给出命题 3.4的详细证明过程:

命题 3.4的证明. 再次强调如下定义：Φ = [ϕ1,ϕ2,ϕ3, ...,ϕm]是 s的降序排列后的
版本。对它采用独立同分布的 Gumbel噪声进行扰动，得到

Φ̃ = [ϕ1 +gσ (u1),ϕ2 +gσ (u2),ϕ3 +gσ (u3), ...,ϕm +gσ (um)] (A.7)

其中 gσ (u) = −σ log(− log(u))是 Gumbel噪声，其程度和噪声参数 σ 有关，且
u1,u2,u3, ...,um是独立同分布的均匀分布。定义排列 π是 Φ̃的降序排列，即 ϕπ1 +

gσ (uπ1),ϕπ2 +gσ (uπ2),ϕπ3 +gσ (uπ3), ...,ϕπm +gσ (uπm)是降序的。

根据命题 3.3，对于 ϕ1,ϕ2,ϕ3, ...,ϕm，有

∥T∗−Tτ∗∥F ≤
2mτ log2
|ϕk−ϕk+1|

(A.8)

通过将 Φ替换为 Φ̃，并计算对 u的期望，可以得到

Eu

[
∥Tσ∗− T̃∗∥F

]
≤ Eu

[
2mτ log2

|ϕπk +gσ (uπk)−ϕπk+1−gσ (uπk+1)|

]
(A.9)
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基于引理 A.1，出现 πk = i,πk+1 = j的概率是

P(πk = i,πk+1 = j) =
1

1+ exp−ϕi−ϕ j
σ

∑
∀π

(
k−1

∏
a=1

1

1+ exp−ϕπa−ϕi
σ

m

∏
b=k+2

1

1+ exp−ϕ j−ϕπb
σ

)
(A.10)

其中第一项代表 ϕi + gσ (ui) > ϕ j + gσ (u j)，第二项代表存在 (k− 1) 个元素大于

ϕi +gσ (ui)且剩余的元素小于 ϕ j +gσ (u j)的概率。

接下来，推导 Eu

[
1

|ϕπk+gσ (uπk )−ϕπk+1−gσ (uπk+1)|

]
的上界。定义Ai, j 如下：

ui,u j ∈Ai, j, s.t. ϕi +gσ (ui)−ϕ j−gσ (u j)> ε (A.11)

其中 ε 是一个足够小的数。我们有

Eu

[
1∣∣ϕπk +gσ (uπk)−ϕπk+1−gσ (uπk+1)

∣∣
]

=∑
i̸= j

P(πk = i,πk+1 = j) Eui,u j∈Ai, j

[
1∣∣ϕi +gσ (ui)−ϕ j−gσ (u j)

∣∣
]

(A.12a)

=∑
i̸= j

(
1

1+ exp−ϕi−ϕ j
σ

∑
∀π

(
k−1

∏
a=1

1

1+ exp−ϕπa−ϕi
σ

m

∏
b=k+2

1

1+ exp−ϕ j−ϕπb
σ

)

Eui,u j∈Ai, j

[
1∣∣ϕi +gσ (ui)−ϕ j−gσ (u j)

∣∣
])

(A.12b)

=∑
i̸= j

(
1

1+ exp−ϕi−ϕ j
σ

∑
∀π

(
k−1

∏
a=1

1

1+ exp−ϕπa−ϕi
σ

m

∏
b=k+2

1

1+ exp−ϕ j−ϕπb
σ

)

Eui,u j∈Ai, j

[
1∣∣ϕi−σ log(− log(ui))−ϕ j +σ log(− log(u j))

∣∣
])

(A.12c)

=∑
i̸= j

(
f (ϕi−ϕ j,σ ,z)∑

∀π

(
k−1

∏
a=1

1

1+ exp−ϕπa−ϕi
σ

m

∏
b=k+2

1

1+ exp−ϕ j−ϕπb
σ

))
(A.12d)

定义 f (δ ,σ ,z)如下：

f (δ ,σ ,z) =
1

1+ exp− δ
σ
Eui,u j

[
1∣∣δ −σ log(− log(ui))+σ log(− log(u j))

∣∣
]

s.t. δ −σ log(− log(ui))+σ log(− log(u j))> z > 0

(A.13)
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对于公式 (A.12d)中的概率项，对任意的排列 π，一定存在 πa,πb，使得

1

1+ exp−ϕπa−ϕi
σ

≤ 1

1+ exp−ϕk−ϕi
σ

(A.14a)

1

1+ exp−ϕ j−ϕπb
σ

≤ 1

1+ exp−ϕ j−ϕk+1
σ

(A.14b)

因此，

公式 (A.12d)≤∑
i ̸= j

(
f (ϕi−ϕ j,σ ,z)

1

1+ exp−ϕk−ϕi
σ

1

1+ exp−ϕ j−ϕk+1
σ

)
(A.15a)

≤∑
i ̸= j

f (ϕi−ϕ j,σ ,z)

(1+ exp ϕi−ϕk
σ )(1+ exp ϕk+1−ϕ j

σ )
(A.15b)

基于引理A.1中的公式 (A.1)，将 ϕ j−ϕi替换为 y，得到

公式 (A.1)⇒P(gσ (ui)−gσ (u j)> ϕ j−ϕi) =
1

1+ exp−ϕi−ϕ j
σ

(A.16a)

⇒P(gσ (ui)−gσ (u j)> y) =
1

1+ exp y
σ

(A.16b)

⇒P(gσ (ui)−gσ (u j)< y) = 1− 1
1+ exp y

σ
=

1
1+ exp− y

σ
(A.16c)

其中等式右边正是标准 Logistic分布的累积分布函数（如果 σ = 1）：

CDF(y) =
1

1+ exp(−y)
(A.17)

因此 − log(− log(ui))+ log(− log(u j))等价于 Logistic分布，它的概率密度函数是

PDF(y) =
dCDF(y)

dy
=

1
exp(−y)+ expy+2

(A.18)

本证明采用了 PDF(y)的一个上界:

PDF(y) =
1

exp(−y)+ expy+2
≤ 1

y2 +4
(A.19)

基于 Logistic 分布，−σ log(− log(ui))+σ log(− log(u j)) 可被替换为 σy，其中 y

采样自 Logistic分布。因此， f (δ ,σ ,z)的上界推导如下

f (δ ,σ ,z) =
1

1+ exp− δ
σ
·
∫ ∞
−δ/σ+z

1
δ+σy

1
exp(−y)+expy+2dy∫ ∞

−δ/σ+z
1

exp(−y)+expy+2dy
(A.20a)
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=
1

1+ exp− δ
σ
·
∫ ∞
−δ/σ+z

1
δ+σy

1
exp(−y)+expy+2dy

1− 1
1+exp(δ/σ−z)

(A.20b)

=
1

1+ exp− δ
σ
·
∫ ∞
−δ/σ+z

1
δ+σy

1
exp(−y)+expy+2dy

exp(δ/σ−z)
1+exp(δ/σ−z)

(A.20c)

=
1

1+ exp− δ
σ
·
∫ ∞
−δ/σ+z

1
δ+σy

1
exp(−y)+expy+2dy

1
1+exp(−δ/σ+z)

(A.20d)

=
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ

∫ ∞

−δ/σ+z

1
δ +σy

1
exp(−y)+ expy+2

dy (A.20e)

≤
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ

∫ ∞

−δ/σ+z

1
δ +σy

1
y2 +4

dy (A.20f)

=
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

2σ log
(
(zσ −δ )2 +4σ2)−2δ arctan

(
z−δ/σ

2

)
−4σ logz+πδ

4δ 2 +16σ2

(A.20g)

≤
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

2σ log
(
(zσ + |δ |)2 +4σ2)−2δ arctan

(
z−δ/σ

2

)
−4σ logz+πδ

4δ 2 +16σ2

(A.20h)

=
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

2σ log
(
(zσ + |δ |)2 +4σ2)−2δ arctan

(
z−δ/σ

2

)
−2σ logz2 +πδ

4δ 2 +16σ2

(A.20i)

=
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

2σ log
(
(zσ+|δ |)2+4σ2

z2

)
−2δ arctan

(
z−δ/σ

2

)
+πδ

4δ 2 +16σ2

(A.20j)

≤
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

2σ log
(
(zσ+|δ |+2σ)2

z2

)
−2δ arctan

(
z−δ/σ

2

)
+πδ

4δ 2 +16σ2

(A.20k)

=
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

4σ log
(

zσ+|δ |+2σ
z

)
−2δ arctan

(
z−δ/σ

2

)
+πδ

4δ 2 +16σ2

(A.20l)

=
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

4σ log
(

zσ+|δ |+2σ
z

)
+δ

(
π−2arctan

(
z−δ/σ

2

))
4δ 2 +16σ2

(A.20m)
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≤
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

4σ log
(

zσ+|δ |+2σ
z

)
+ |δ |

(
π−2arctan

(
z−δ/σ

2

))
4δ 2 +16σ2

(A.20n)

≤
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

4σ log
(

zσ+|δ |+2σ
z

)
+ |δ |

(
π−2arctan

(
− δ

2σ

))
4δ 2 +16σ2

(A.20o)

=
1+ exp(− δ

σ + z)

1+ exp− δ
σ
·

4σ log
(

zσ+|δ |+2σ
z

)
+ |δ |

(
π +2arctan

(
δ

2σ

))
4δ 2 +16σ2

(A.20p)

其中公式 (A.20f)成立的原因是 1
exp(−y)+expy+2 ≤

1
y2+4 ,公式 (A.20n)成立的原因是

π−2arctan( z−δ/σ
2 )≥ 0。在至少 (1− ε)的概率下，有

z = log
1+ ε exp δ

σ
1− ε

≥− log(1− ε) (A.21a)

1+ exp(− δ
σ + z)

1+ exp− δ
σ

=
1

1− ε
(A.21b)

因此，

f (δ ,σ ,z)≤公式 (A.20p)=
1

1− ε

4σ log
(

zσ+|δ |+2σ
z

)
+ |δ |

(
π +2arctan

(
δ

2σ

))
4δ 2 +16σ2

(A.22a)

≤ 1
1− ε

4σ log
(

σ − |δ |+2σ
log(1−ε)

)
+ |δ |

(
π +2arctan

(
δ

2σ

))
4δ 2 +16σ2

(A.22b)

进一步推导得到

公式 (A.15b)≤∑
i ̸= j

 4σ log
(

σ − |ϕi−ϕ j|+2σ
log(1−ε)

)
+ |ϕi−ϕ j|

(
π +2arctan

(
ϕi−ϕ j

2σ

))
(1− ε)(4(ϕi−ϕ j)2 +16σ2)(1+ exp ϕi−ϕk

σ )(1+ exp ϕk+1−ϕ j
σ )


(A.23)

综上所述，在至少 (1− ε)的概率下，存在

Eu

[
∥Tσ∗− T̃∗∥F

]
≤∑

i̸= j

(2log2)mτ
(

4σ log
(

σ − |ϕi−ϕ j|+2σ
log(1−ε)

)
+ |ϕi−ϕ j|

(
π +2arctan ϕi−ϕ j

2σ

))
(1− ε)(4(ϕi−ϕ j)2 +16σ2)(1+ exp ϕi−ϕk

σ )(1+ exp ϕk+1−ϕ j
σ )

(A.24a)
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=∑
i ̸= j

(log2)mτ
(

2σ log
(

σ − |ϕi−ϕ j|+2σ
log(1−ε)

)
+ |ϕi−ϕ j|

(
π
2 + arctan ϕi−ϕ j

2σ

))
(1− ε)((ϕi−ϕ j)2 +4σ2)(1+ exp ϕi−ϕk

σ )(1+ exp ϕk+1−ϕ j
σ )

(A.24b)

=(log2)mτ ∑
i ̸= j

Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε) (A.24c)

其中 Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε)代表了

Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε) =
2σ log

(
σ − |ϕi−ϕ j|+2σ

log(1−ε)

)
+ |ϕi−ϕ j|

(
π
2 + arctan ϕi−ϕ j

2σ

)
(1− ε)((ϕi−ϕ j)2 +4σ2)(1+ exp ϕi−ϕk

σ )(1+ exp ϕk+1−ϕ j
σ )

(A.25a)

A.2 推论 3.5的证明

推论 3.5是命题 3.4的简化版本，仅考虑了其中占支配地位的项。

证明. 对于命题3.4中的 Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε)，有

Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε)≤
2σ log

(
σ − |ϕi−ϕ j|+2σ

log(1−ε)

)
+ |ϕi−ϕ j|

(
π
2 + arctan ϕi−ϕ j

2σ

)
(1− ε)((ϕi−ϕ j)2 +4σ2)

(A.26a)

≤
2σ log

(
σ − |ϕi−ϕ j|+2σ

log(1−ε)

)
+ |ϕi−ϕ j|π

(1− ε)((ϕi−ϕ j)2 +4σ2)
(A.26b)

= O

(
σ log

(
σ + |ϕi−ϕ j|

)
+ |ϕi−ϕ j|

(ϕi−ϕ j)2 +σ2

)
(A.26c)

= Õ
(

σ + |ϕi−ϕ j|
(ϕi−ϕ j)2 +σ2

)
(A.26d)

其中，(1− ε)被视为常数（假设高概率成立），Õ(·)代表忽略所有对数项。
那么，

Eu

[
∥Tσ∗− T̃∗∥F

]
≤ (log2)mτ ∑

i ̸= j
Õ
(

σ + |ϕi−ϕ j|
(ϕi−ϕ j)2 +σ2

)
(A.27a)

= (log2)mτÕ
(

σ + |ϕi−ϕ j|
(ϕi−ϕ j)2 +σ2

)
∀i ̸= j

(A.27b)

= Õ
(

mτ(σ + |ϕi−ϕ j|)
(ϕi−ϕ j)2 +σ2

)
∀i ̸= j

(A.27c)
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φk φk+1φi φj

φk φk+1φj φi

Condition 1

Condition 2

φk φk+1φi φj

φk φk+1 φjφi

Condition 3

Condition 4

图 A-1 推论 3.6证明中的四种情况。
Figure A-1 Four conditions to prove Corollary 3.6.

A.3 推论 3.6的证明和注记

接下来给出推论 3.6的证明，并讨论 Sinkhorn和Gumbel-Sinkhorn的联系：当
σ → 0+，Sinkhorn方法 (CardNN-S)成为了 Gumbel-Sinkhorn方法 (CardNN-GS)
特殊情况。为了更严格地表述推论 3.6，此处给出了如下命题

命题 A.2. 假设 ϕk,ϕk+1的值是唯一的26,在至少 (1− ε)的概率下,下式成立

lim
σ→0+

Eu

[
∥Tσ∗− T̃∗∥F

]
≤ (π log2)mτ

(1− ε)|ϕk−ϕk+1|
(A.28)

上式与命题 3.3的结论仅仅相差了一个常数项。

证明. 因为 σ → 0+, Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε)分子的第一项变成了 0。分子的第二项分四种
情况讨论，如图 A-1所示，其中不包括 ϕi = ϕk且 ϕ j = ϕk+1（通过假设 ϕk,ϕk+1的

唯一性剔除）。此外，ϕk,ϕk+1之间不可能存在其他项，因为它们是排序后的相邻

两项。

情况 1. 如果 ϕi ≥ ϕk,ϕ j ≤ ϕk+1 (等号不同时成立), 一定存在 ϕi− ϕk > 0 或

ϕk+1−ϕ j > 0。因此，

lim
σ→0+

1

(1+ exp ϕi−ϕk
σ )(1+ exp ϕk+1−ϕ j

σ )
= 0 (A.29a)

⇒ lim
σ→0+

Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε) = 0 (A.29b)

26为了证明的简洁性，此处假设了 ϕk,ϕk+1的值是唯一的。如果存在重复的 ϕk,ϕk+1，此处的上界
仅会相差一个常数项，因此不影响结论：当σ→ 0+，Sinkhorn方法 (CardNN-S)是Gumbel-Sinkhorn
方法 (CardNN-GS)的一种特殊情况。

162



上海交通大学学位论文 附录 A

情况 2. 如果 ϕi < ϕ j,则有 ϕi−ϕ j < 0,因此，

lim
σ→0+

arctan
ϕi−ϕ j

σ
=−π

2
(A.30a)

⇒ lim
σ→0+

π
2
+ arctan

ϕi−ϕ j

σ
= 0 (A.30b)

⇒ lim
σ→0+

Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε) = 0 (A.30c)

情况 3. 如果 ϕi ≥ ϕ j ≥ ϕk (等号不同时成立),则 ϕi−ϕk > 0。因此，

lim
σ→0+

1

1+ exp ϕi−ϕk
σ

= 0 (A.31a)

⇒ lim
σ→0+

Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε) = 0 (A.31b)

情况 4. 如果 ϕk+1 ≥ ϕi ≥ ϕ j (等号不同时成立),则 ϕk+1−ϕ j > 0。因此，

lim
σ→0+

1

1+ exp ϕk+1−ϕ j
σ

= 0 (A.32a)

⇒ lim
σ→0+

Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε) = 0 (A.32b)

综上所述，如果 ϕi ̸= ϕk 且 ϕ j ̸= ϕk+1, Ω(ϕi,ϕ j,σ ,ε)分子的第二项在 σ → 0+

时候会趋向 0。因此，σ → 0+时的上界中只需考虑 ϕi = ϕk,ϕ j = ϕk+1这一项：

lim
σ→0+

Eu

[
∥Tσ∗− T̃∗∥F

]
≤
(log2)mτ

(
|ϕk−ϕk+1|

(
π
2 + arctan ϕk−ϕk+1

2σ

))
(1− ε)(ϕk−ϕk+1)2 (A.33a)

≤ (π log2)mτ
(1− ε)|ϕk−ϕk+1|

(A.33b)

注记。基于上述结论，如果 |ϕk−ϕk+1|> 0，当 σ → 0+ 时,公式 (3.56)退化
为公式 (3.51)中的界（仅相差一个常数项）：

lim
σ→0+

Eu

[
∥Tσ∗− T̃∗∥F

]
≤ (π log2)mτ
(1− ε)|ϕk−ϕk+1|

(A.34)

其中暗含了一个很强的假设，即 |ϕk−ϕk+1|> 0。如果 ϕk = ϕk+1，上述 CV上界会
变得发散。由于在实践中 ϕk,ϕk+1是神经网络的预测，这一假设并不总是成立。作

为对比，当 σ > 0时，公式 (3.56)中带 Gumbel噪声的 CV上界对任意的 ϕk,ϕk+1

永远是有界的。上述理论结论同样在3.4节的实验中得到了验证，特别是同伦算
法 CardNN-HGS进一步强调了更小的 CV和更高的求解性能之间的关系。
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上海交通大学学位论文 致 谢

致 谢

逝者如斯，不舍昼夜。八年前踏入交大校门时，我从未想过要在此待上整整

八年；如今写到了博士论文的最后一段，我却不敢相信已经在交大待上了八年。

感谢默默见证我成长、成熟的母校，感谢捭阖塘上盛开的荷花，感谢致远湖畔如

水的夜色，感谢软件大楼开阔的天台——在这个充满变化的时代，母校的一草一

木几乎未曾改变，随时让我心安。

感谢我无悔的本科四年，没有钻营、没有内耗，在母校开放的平台下自由探

索，只做自己感兴趣的事。感谢我从高中到大学的好友肖李然、傅家威，我们一

起通宵建模、趴在地上造车，即使从未得过大奖，依然乐观、快乐。感谢交大航

模队的吴俊琦老师，您带我领略了多彩的无人机世界，给予我充分的自由度进行

探索、创造。感谢我的本科同学冯世祥、高洁锋，我们配合默契、合作顺利，完

美交付了一个个科创项目。感谢电子系的袁焱、孟桂娥老师，您们教会了我如何

实践、设计、创新，成为一名卓越的工程师。感谢本科“变态”“高压”的课程

安排，让我在心思最为跳脱的年纪，学会了如何专注、如何安排时间、如何交付

完美的答卷。

博士四年，有笑有泪。在此诚挚地感谢给予我无私帮助、指导的师长与同学：

感谢杨小康老师，您教会了我做学术，更教会了我如何做人。您为我提供了

宽松、自由的科研环境，同时给予我充分的支持和指导。在我遭遇挫折、陷入迷

茫的时候，您教导我如何走出困境，如今看来，当年的挫折已经不值一提；在我

骄傲自满的时候，您鞭策我向更深、更难的方向探索，提醒我时刻反思研究的价

值和意义。

感谢严骏驰老师，您在 2018年的夏天留住了迷茫的我，带我走入学术的殿
堂。感谢您将技术、思想对我倾囊相授，您对机器学习的深刻洞见、对前沿方向

的精准把控令我折服。您总是能在复杂的技术框架中抽象出关键问题，在冗长的

论文中写下点睛之笔。对待学生，您大方、没有架子、亲切随和，时刻为学生的

发展着想，是我学习的榜样。

感谢京东的沈力博士、蚂蚁集团的华致刚博士——我们的合作非常愉快，我

受益良多。感谢曾一起奋斗、并肩作战的同学（和如今的老师）们：刘畅、于天

舒、张天启、任麒冰、张哲熙、方浩树、孙建华、郭子奥、陆晗、李泽楠、耿皓

宇、郦洋、张昀浩、杨学、吴齐天、王晓星、吴寅初、杨晓江、蒋泽天、严格——

我们流过的汗水终将结成果实。

最后，感谢我的父母和爱人，拥有你们是我无上的幸运。我从不奢求大富大

贵的生活，但你们创造的物质条件让我免去了后顾之忧。感谢你们永远支持我的

每一个决定，感谢你们与我一起分享成功的喜悦，也感谢你们给我无限的精神支

持。你们的儿子和丈夫没有辜负你们，今后也一定不会。
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时隔两年，又见北京，我又一次踏进了雍和宫。与两年前还算适中的人流量

相比，这个人们口中的“龙潜福地”，如今挤满了随着社交软件而来的年轻人。站

在 18米高的大佛脚下，抬头仰望，我是如此的渺小。一旁的小伙问他的女伴：“明
知四大皆空，又如何予取予求？”是啊，求佛便是迷信，自然是假的；但我又多么

能理解那些模仿着妈妈辈，在佛像前跪下的年轻人——太多的历史进程无法阻

挡，除了普照的佛光，又能将精神寄托在何处？只是这种妥协多少有些无奈，并

不足以让我释然。忽然间我想到，带着心想事成的愿望，你不远万里来到此地，

燃香、跪拜、许愿，你的虔诚正说明你对此事的重视非同寻常。又或许，雍和宫

灵验的秘密，不过是投入正比于产出之下的幸存者偏差——世界上从来都没有

佛。渡你过劫的那个人，终将是你自己。

2023年 3月 31日于北京
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