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摘 要

组合优化问题是计算机科学、运筹学、应用数学等学科共同研究的基础性

问题。本文研究的排列型组合优化问题是匹配、排序、路径规划等常见组合优化

问题的集合。近年来，随着机器学习（尤其是深度学习）技术的发展，考虑到组

合优化问题的重要科学和应用价值，利用机器学习方法求解组合优化问题已经

成为了一个前沿的研究方向。面向排列型组合优化问题，本文研究并完善了两种

主流的方法论：1）纯机器学习求解方法，2）机器学习与经典算法融合的求解方
法。本文设计并实现了完善的开源框架以供科学研究和工程应用。本文的研究成

果集中在如下几个方面：

首先，本文对纯机器学习求解方法的神经网络设计进行了理论分析，设计了

三种方法并分别用于求解图匹配问题、二次指派问题和具有基数约束的组合优

化问题。这类纯机器学习求解方法的特点是神经网络的输出符合对应问题的特定

排列。纯机器学习求解方法首先将数学形式的问题输入转化成等价的图结构，随

后利用图神经网络等模型抽取其特征，最后采用可微分的约束层（例如 Sinkhorn
层）对神经网络求解器的输出施加约束。作者对图神经网络、可微分约束层的设

计开展了理论和实验研究，针对排列型组合优化问题设计了专用网络，实验结果

证明了神经网络求解器广泛、灵活的应用场景，特别在数学优化求解的效率和效

果上超越了传统优化算法。作者发现，基于数据驱动的神经网络求解方法减轻了

对复杂数学知识的依赖，使求解方法的设计、调优更为灵活；由于神经网络本身

非常适合采用 GPU加速，与纯 CPU的传统求解算法相比，神经网络求解器可以
充分利用 GPU的强大算力、效率更高；与不可微分的传统求解方法相比，天然
可微的神经网络模块可以进一步支持端到端的联合预测、优化，实现在噪声环境

和不确定条件下的优化求解。

其次，本文研究了融合传统算法与神经网络的机器学习框架。此类融合方法

同时具有神经网络的高效性和传统算法的强先验知识，可充分发掘其协同效应。

作者认为，与纯机器学习求解方法相比，融合传统算法的机器学习框架具有更精

细、更可靠、更易学的特点。其中，更精细体现在神经网络设计需要考虑更多的

算法细节，需要对具体问题、算法有深入的理解和认知；更可靠来源于引入了传

统算法作为性能兜底，即使神经网络性能下降依然可以正常工作；更易学体现在

神经网络的专才专用，只需学习简化后的子任务。作者共设计了三种融合学习框

架，分别利用了不同问题的不同特性。其中，第一种融合范式采用机器学习指导

传统算法，并用于求解图编辑距离问题。融合方法显著降低了图编辑距离求解的

计算开销，同时精度损失几乎可以忽略不计。第二种融合范式采用传统算法指导

机器学习，构造了图匹配神经网络的无监督训练框架。无监督模型在小规模数据

集上与监督学习性能相当，在大规模数据集上可以为监督训练提供初始化。第三

种融合范式中，通过对等地融合传统算法与机器学习，实现了通用的双层优化机
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器学习融合框架，融合框架的效果超越了单独的强化学习或启发式求解器。

最后，本文设计并实现了面向排列型组合优化问题（特别是图匹配和二次指

派问题）的开源框架与系统。相关技术的开源旨在促进该领域的研究，并简化相关

算法的工程部署和下游应用。特别地，本文开发了通用图匹配算法库 pygmtools，
通过一套统一的编程接口，支持线性匹配、二图匹配、多图匹配、神经网络图匹

配等算法的跨平台、跨设备部署。本文还设计了一套面向图匹配与二次指派问

题的深度学习系统 ThinkMatch，该系统涵盖了国内外相关领域最新的研究进展，
提供了 8个最先进的神经网络模型在 5个基准数据集上的训练、测试功能，具有
配置灵活、功能完善的特点。本文为国内自主研发的深度学习框架“计图”开发

了图匹配求解功能，支持传统算法求解和深度学习求解，并开源了典型应用场景

的具体实现。

综上所述，本文对排列型组合优化的机器学习求解方法进行了深入的研究。

针对不同问题，本文设计了三种纯机器学习求解器，通过理论和实验证明了其优

越性；本文提出了三种机器学习与传统算法的融合方式，分别侧重于把握不同

问题的不同层面；开源项目总结、凝练了上述技术。大量理论分析和实验结果表

明，本文提出的一系列方法深入发掘了组合优化机器学习求解的本质，显著提升

了机器学习在排列型组合优化问题上的求解能力。

关键词：组合优化，排列型问题，深度学习，图神经网络，优化求解器，图匹配，
二次指派问题，图编辑距离，基数约束，汉密尔顿回路，图神经网络
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ABSTRACT

Combinatorial optimization (CO) is the fundamental problem at the intersection
of computer science, operations research, and applied math. The permutation-based
combinatorial optimization studied in this thesis is the superset of real-world problems
including matching, ranking, routing, etc. Seeing the recent ground-breaking achieve-
ments of machine learning (especially deep learning), and being aware of the values of
CO in its scientific and engineering applications, applying machine learning to tackle
CO has become a trending research topic. Within the scope of permutation-based CO,
this thesis focuses on and extends two mainstream methodologies: 1) pure machine
learning solvers, and 2) machine learning fused with traditional solvers. Besides, the
author designs and implements open-source repositories for scientific research and other
downstream applications. The contributions of this thesis are summarized as follows.

Firstly, this thesis studies the theoretical insights for designing neural networks, and
tailors three pure machine learning solvers for three permutation-based CO problems in-
cluding graph matching, quadratic assignment, and cardinality-constrained combinato-
rial optimization problems. The output of the neural network meets certain permutation
constraints. These pure machine learning solvers accept problem inputs in math form,
then transform them into equivalent graph structures. Features are further extracted by
graph neural networks, followed by a differentiable layer (e.g. a Sinkhorn layer) to en-
force the constraints. Experiment results show the wide applicability and flexibility of
neural network solvers, surpassing traditional solvers in terms of efficiency and/or effi-
cacy in pure optimization tasks. This thesis concludes the following advantages of pure
machine learning solvers over traditional solvers: 1) The data-driven manner of ma-
chine learning mitigates the requirement of in-depth math knowledge, allowing easier
and more flexible solver design; 2) Compared to traditional solvers which are mostly
CPU-based, neural networks are more friendly to GPUs, leading to higher efficiency
by exploiting the power of GPUs; 3) Compared to traditional solvers which are usually
non-differentiable, the natural differentiability of neural networks allows joint end-to-
end learning of predictor networks and solver networks, enabling important applications
such as optimization with noises and decision-making under uncertainty.

Secondly, this thesis studies the paradigms to fuse machine learning with tradi-
tional solvers, taking the best of the two worlds offered by neural networksô high effi-
ciency and traditional solversô strong prior knowledge. There are three unique properties
of fused solvers compared to pure machine learning solvers: 1) The fused solvers are
more specialized, meaning that more domain knowledge is required when designing a
fusion paradigm of neural networks and traditional solvers; 2) The fused solvers are
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more reliable because the traditional algorithm can ensure the worst-case performance
thus being robust to issues such as network degeneration; 3) The neural networks are
easier to learn in those fused solvers because the neural networks can focus on learn-
ing simplified subproblems. Technically, this thesis designs three fusion paradigms, by
exploiting different natures of different problems. The first paradigm guides the tradi-
tional A* solver by machine learning to solve the graph edit distance problem, and the
experiment shows a significant reduction in the computational cost, with a negligible
loss in accuracy. The second paradigm develops an unsupervised deep graph matching
learning pipeline by guiding the neural network with traditional graph matching solvers.
The experiment shows that the unsupervised model is comparative to supervised state-
of-the-arts on smaller-scaled datasets, and the unsupervised model could serve as an
initialization and improve supervised finetuning on larger-scaled datasets. Thirdly, a
bi-level fusion framework is developed for general permutation-based CO problems.
Experiment results show the effectiveness and the fused solvers are superior to stand-
alone reinforcement learning or heuristic solvers.

Finally, this thesis presents open-source frameworks and systems for permutation-
based CO (especially graph matching and quadratic assignment). The open-source
projects are meant to further facilitate future research, and simplify the deployment and
application of those novel solvers. Specifically, a general graph matching library named
pygmtools is developed, equipping a universal API with the support of linear matching,
two-graph matching, multi-graph matching, and neural graph matching. pygmtools also
supports the deployment of the aforementioned solvers across different platforms and
devices. Additionally, a deep learning system tailored for scientific research on graph
matching and quadratic assignment named ThinkMatch is developed. It covers the state-
of-the-art research progress and offers 8 novel neural networks with training/testing
protocols on 5 benchmark datasets. ThinkMatch has a flexible configuration system
and full-featured utilities. Besides, graph matching functionalities are developed for
the deep learning framework named Jittor whereby both traditional solvers and neural
network solvers are supported, and examples are released featuring typical applications.

In summary, this thesis studies machine learning methods for solving permutation-
based combinatorial optimization problems. Tailored for different problems, three pure
learning solvers are developed, and their superiorities are proved both theoretically and
empirically. This thesis also develops three paradigms fusing learning and traditional
solvers, with focuses on different aspects varying among problems. The open-source
projects summarize and distill the aforementioned methodologies. A large amount of
theoretical and empirical study shows that the methods proposed in this thesis reflect
the inherent nature of learning for CO, significantly improving the solution quality of
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learnable CO methods.

Key words: combinatorial optimization, permutation-based problem, deep learning,
graph neural networks, optimization solvers, graphmatching, quadratic assignment prob-
lem, graph edit distance, cardinality constraint, Hamiltonian cycle problem, graph neu-
ral networks
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主要符号与英文缩略词对照表

主要符号对照：除非另行说明，以字母 x为例，普通小写字母 x代表标量，黑体小

写字母 x代表矢量，黑体大写字母 X代表矩阵。X>代表矩阵 X的转置，diag(x)

代表将向量 x放置于对角的矩阵，vec(X)代表将矩阵 X进行按列向量化的操作。
tr(X)代表矩阵的迹。本文中，R代表实数域，1n�m;0n�m 2 Rn�m 分别代表元素

是全 1、全 0的 n�m矩阵。1n 是 1n�1 的简写形式，是一个列向量。花体字母

G = fV;Eg代表由点集合 V、边集合 E构成的图 G。X
Y代表矩阵的克罗内克
积（Kronecker product），X�Y代表矩阵的哈达玛积（Hadamard product）。kXky
代表矩阵的 y-范数，其中 kXkF = tr(X>X)代表 Frobenious范数。同样的定义对
向量也成立。[ x y ]表示拼接（concat）两个向量，[ X Y ]表示按特征维度拼

接两个矩阵或张量。xi、x[i]、Xi; j 和 X[i; j]均代表对向量（或矩阵）取元素，元

素下标从 1开始。
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主要数学符号：

X 排列矩阵
x或 vec(X) 按列向量化的排列矩阵
n1 排列矩阵的行数目
n2 排列矩阵的列数目
w 排列型组合优化的问题参数
J(X;w) 排列型组合优化的目标函数
S 双随机矩阵
A 图的邻接矩阵
M 线性指派问题的（一阶）相似度矩阵
K 图匹配问题和二次指派问题的（二阶）相似度矩阵
H 超图匹配问题的（高阶）相似度张量
G1 = (V1;E1) 图 1和它的节点集合、边集合
GA = (VA;EA) 伴随图和它的顶点集合、边集合
R 实数集
R�0 非负实数集
U(a;b) 实数 a;b之间的均匀分布
N(a;b) 均值为 a、方差为 b的正态分布
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主要英文缩略词和中文对照：

AI Artificial Intelligence 人工智能
ML Machine Learning 机器学习
NP Non-deterministic Polynomial 非确定性多项式复杂度
CO Combinatorial Optimization 组合优化
LAP Linear Assignment Problem 线性指派问题
GM Graph Matching 图匹配问题
MGM Multi-Graph Matching 多图匹配问题
MGM3 Multi-Graph Matching with a Mixture of Modes 混合模态多图匹配问题
QAP Quadratic Assignment Problem 二次指派问题
FLP Facility Location Problem 设施选址问题
MCP Mac Coverage Problem 最大覆盖问题
GED Graph Edit Distance 图编辑距离问题
TSP Traveling Salesman Problem 旅行商问题
HCP Hamiltonian Cycle Problem 汉密尔顿回路问题
OT Optimal Transport 最优传输问题
CNN Convolution Neural Network 卷积神经网络
GNN Graph Neural Network 图神经网络
GCN Graph Convolutional Network 图卷积神经网络
LSTM Long-Short Term Memory 长短时记忆力网络
CV Constraint Violation 约束违反量
A* A-star Algorithm A星搜索算法
GA Graduated Assignment 渐近指派算法
SIFT Scale-Invariant Feature Transform 尺度不变特征变换
RL Reinforcement Learning 强化学习
MDP Markov Decision Process 马尔可夫决策过程
DQN Deep Q-Network 深度 Q值网络
PPO Proximal Policy Optimization 近端策略优化
POMO Policy Optimization with Multiple Optima 多最优解的策略优化
API Application Programming Interface 程序编程接口
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第一章 绪论

排列（permutation）作为一个重要的离散数学概念，许多实际问题可以被刻画为
n个候选对象的排列。基于给定的目标函数求解最优排列具有丰富的理论和应用

价值。特别地，在以排列型问题为代表的组合优化问题中，近年来机器学习、尤

其是深度学习方法在国内外研究中不断涌现，机器学习已经被证明能够提升传

统非学习求解方法的性能，相关技术已应用于计算机视觉、数据挖掘、运筹优化

等领域。本文聚焦于排列型组合优化问题的机器学习求解方法，研究内容围绕纯

机器学习求解方法、融合传统算法的学习求解方法、开源求解框架设计展开。

1.1 研究背景和意义

组合优化问题（combinatorial optimization problems，CO）是计算机科学、运
筹学、应用数学等学科共同研究的基础性问题。根据目标解空间是否完全连续，

优化问题可分为连续优化和组合优化。解空间的离散性为组合优化的求解带来

了技术上的挑战——多数组合优化问题具有 NP难的特性，难以在短时间内精确
求解；但是，由于离散是真实世界的基本属性，研究组合优化求解具有极强的科

学价值和现实意义——通过在离散的解空间优化一个目标函数，组合优化实现

了对真实世界目标函数（例如成本、收益、资源消耗）的最优化。一方面，组合优

化的 NP难特性使得传统算法遇到瓶颈，在单一数据集的过度调参很可能导致其
他场景的性能下降；另一方面，广泛存在的真实场景数据以及由数据驱动的机器

学习技术带来了另一种可能性：利用机器学习的自适应能力，弥补传统算法的不

足。采用神经网络求解排列型优化问题可以追溯到 20世纪 80年代采用 Hopfield
网络求解旅行商问题的工作[1]。可惜的是，受限于当时的计算资源，相关研究随

着 AI的第二次低谷一起沉寂。近年来随着算力和神经网络结构的发展，国内外
学者陆续注意到了采用机器学习求解组合优化的研究价值。图灵奖得主、“深度

学习三巨头”之一的 Yoshua Bengio教授曾为此撰文第一作者的综述文章[2]，中

国科学院大学的郭田德、韩丛英教授在同时期提出了该概念[3]并撰写专著《组合

优化问题的机器学习求解方法》[4]，机器学习、计算理论、数学等相关领域的顶

级会议和组织均认识到了该问题的重要性（详见表1-1）。

表 1-1 近期国际上组织的组合优化、机器学习的相关研讨会。

组织者 所属领域 研讨会主题 时间

国际机器学习大会（ICML） 机器学习 感知、推断与图神经网络 2020
计算理论国际年会（STOC） 计算理论 带预测的经典算法 2020
纯数学与应用数学协会（IPAM） 数学 深度学习与组合优化 2021
神经信息处理系统大会（NeurIPS） 机器学习 深度学习与整数规划 2021
国际先进人工智能协会（AAAI） 人工智能 人工智能与决策优化 2022

1

https://logicalreasoninggnn.github.io/
https://www.mit.edu/~vakilian/stoc-workshop.html
http://www.ipam.ucla.edu/programs/workshops/deep-learning-and-combinatorial-optimization/
https://www.ecole.ai/2021/ml4co-competition/
https://research.ibm.com/haifa/Workshops/AAAI-22-AI4DO/
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特别地，本文关注的是排列型组合优化问题（permutation-based combinatorial
optimization problems），对该问题的研究最早可以追溯到 19世纪中叶数学家雅
可比用德语写成的著作[5]。但是，受限于时代背景和语言差异[6]，对排列型组合

优化的系统性研究直到 20世纪 40年代才正式开始。伯克霍夫[7]、冯·诺依曼[8]、

丹齐格[9]等现代计算机理论和应用数学的先驱均对线性目标函数下的最优排列

开展过研究。作为排列型组合优化中最基础的形式，当目标函数为线性时，该问

题又被称为线性指派问题（linear assignment problem，LAP）。线性指派问题最
终在 1955年被解决，Harold Kuhn[10]总结了另外两位匈牙利数学家的工作[11-12]，

将线性指派算法命名为匈牙利算法。James Munkres[13]发现了匈牙利算法的多项
式时间复杂度，目前我们已知该算法的时间复杂度是 O(n3)。对于排列型组合优

化问题中更一般、更复杂的形式，通常不存在已知的多项式时间复杂度的精确算

法：例如，图匹配和二次指派问题被证明是 NP难[14]、汉密尔顿回路问题被证明

是 NP完全[15]。计算复杂性的理论瓶颈为传统算法的研究带来了挑战，而近年来

涌现的机器学习方法为这个历久弥新的研究领域注入了新的活力。

在排列型组合优化问题的求解上，与传统算法相比，机器学习方法具有独特

的技术特点和性能优势。本文将其归纳为“可训练、可并行、可微分、可融合”

的四大优势。可训练反映了机器学习的数据驱动特点，无需过多的人工干预即可

让求解模块适配数据集分布。作为对比，传统求解算法的设计、调参通常需要大

量的专家知识。可并行是机器学习、尤其是深度学习方法的天然优势，它们能够

充分利用现代 GPU的强大算力。作为对比，传统求解算法通常是专为串行设计
的，且通常只能运行在 CPU上。例如，在求解二次指派问题时，机器学习方法
成功地学习到了如何将组合优化问题映射到一个较优解（本文3.3节）。同时，与
运行在 CPU上的传统算法相比，运行在 GPU上的机器学习方法展现了更出色的
计算效率。可微分的优势体现在优化求解与上游的预测、感知步骤高度耦合的场

景中。当预测、感知模块采用机器学习时，同为机器学习的可微分求解方法自然

比一般不可微的传统算法更具有优势。例如，对于计算机视觉中的图匹配问题，

基于卷积神经网络和机器学习求解器的方法（本文3.2节）相比卷积神经网络和
传统求解器的组合[16]具有更高的匹配精度；对于金融资产的价格预测和（带约

束的）投资决策，本文3.4节中基于长短时记忆网络和机器学习求解器的预测、决
策一体化方法展现出了更高的决策质量。此外，传统求解算法和深度学习模型实

际上可以互相提供指导，构造可融合的求解新范式，弥补单独传统算法或单独神

经网络的性能缺陷。

由于机器学习在求解排列型组合优化问题上的诸多优越性，相关技术已经

被广泛应用于计算机视觉、模式识别、数据挖掘、运筹优化等场景。典型的排列

型组合优化问题如图1-1所示。视觉任务是深度学习和排列型组合优化的重要场
景，Sarlin等[17]利用图神经网络和注意力机制构造了一个匹配求解网络，将该网

络用于图像的稠密关键点匹配以及三维重建任务；He等[18]观察到了多目标跟踪

2
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图 1-1 排列型组合优化问题的代表性例子。
Figure 1-1 Representative examples of permutation-based combinatorial optimiza-
tion problems.

任务与匹配求解的等价性，通过在神经网络中嵌入一个可微分的匹配求解模块

实现端到端学习；Song等[19]将排列型组合优化用于视频超分辨率任务，通过机

器学习方法处理特征对齐问题；Li等[20]将跨域目标检测任务视为排列型优化问

题下的图匹配和超图匹配问题，利用神经网络方法求解。对于视觉之外其他模

态的模式识别、数据挖掘问题，排列型组合优化的求解也是重要技术之一：Xu
等[21]在自然语言处理中通过机器学习求解排列型组合优化，将语义相近的语句

对齐；Peng等[22]利用机器学习处理了模式识别中经典的图编辑距离问题，在一

般的图结构上得到了应用；Chen等[23]将机器学习辅助的 A*搜索和求解技术用
于化学分子的逆合成分析。此外，更精确、更高效的排列型组合优化求解技术

还可以反哺机器学习领域。联邦学习是一种强调用户隐私的深度学习技术，Liu
等[24]将联邦学习中的模型融合问题看作排列型组合优化的求解，基于匹配的模

型融合方法可以显著提升联邦学习模型的收敛速度和测试精度。最后，对于各

种真实场景下的运筹优化问题，基于机器学习的排列型组合优化求解方法已经

有了广泛应用。Vinyals等[25]在经典的旅行商问题中，提出了一个输入城市序列、

输出目标排列的指针网络对优化问题进行求解。在计算机网络调度领域，基于现

有的机器学习排列型组合优化求解方法，Zhang 等[26]提出了一种在边缘计算场

景下的细粒度服务迁移算法。

综上所述，研究排列型组合优化的机器学习算法一方面具有广泛的应用前

景，可以推动关联学科的发展；另一方面与数十年的理论积累紧密关联，而机器

学习的引入为这个领域提供了新的视角，有望突破传统算法目前的性能瓶颈。正

因如此，排列型组合优化的机器学习求解方法才得到了国内外研究者的广泛关

注，并在近年逐渐成为机器学习领域的一个研究热点。

1.2 排列型组合优化问题描述

诸多实际问题的求解可以看作寻找前 n个自然数的最优排列。例如，我们希

望最优化 n台机器完成 n个任务的总成本，每台机器只能处理一项任务，且每台

机器完成每项任务都对应一个成本。如图1-2所示，对于 n = 3，排列 (2;3;1)即

3
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图 1-2 一个具体的排列型组合优化任务。
Figure 1-2 An example of a permutation-based combinatorial optimization task.

是一个可行解，其中机器 1被指派到任务 b、机器 2被指派到任务 c、机器 3被
指派到任务 a。本文对排列型组合优化问题定义如下，

min
X

J(Xjw); (1.1a)

s:t: X 2 f0;1gn1�n2 ; (1.1b)
n2

å
j=1

Xi; j = ai; 8i 2 f1;2; � � � ;n1g; (1.1c)

n1

å
i=1

Xi; j = b j; 8 j 2 f1;2; � � � ;n2g: (1.1d)

其中，0/1矩阵 X为排列型组合优化问题的决策变量，例如 Xi; j = 1代表指派第

i台机器完成第 j个任务；w 代表问题参数，例如对于所有 i; j，wi; j 代表让机器

i完成任务 j的成本；J(Xjw)为最小化的目标函数，例如完成所有任务的总成本

J(Xjw) = åi; j wi; jXi; j（若为最大化问题，将目标函数取反即可）。公式 (1.1c)和公
式 (1.1d)分别代表排列型问题的行约束和列约束，ai;b j 可根据问题需求进行配

置，等号约束可根据需要替换为“�”。特别地，求解得到的决策变量须满足

n1

å
i=1

n2

å
j=1

Xi; j = n1 或
n1

å
i=1

n2

å
j=1

Xi; j = n2; (1.2)

以确保符合排列型问题的性质（而非其他的线性约束）。举例说明，公式 (1.1)覆
盖了以下典型的排列型问题：

1）全排列。作为最经典的排列型组合优化问题，全排列意为将前 n个自然

数全部进行排列，例如，将 n台机器指派至 n个任务。(1;2; � � � ;n)是一个全排列。

全排列型组合优化问题的数学形式为

min
X

J(Xjw); (1.3a)

s:t: X 2 f0;1gn�n; (1.3b)

4
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n

å
j=1

Xi; j = 1; 8i 2 f1;2; � � � ;ng; (1.3c)

n

å
i=1

Xi; j = 1; 8 j 2 f1;2; � � � ;ng: (1.3d)

上述问题形式确保了矩阵 X的行、列元素之间一一对应的关系。
2）部分排列。在一些实际场景中，我们无需排列完整的候选集合。对于前

n1个自然数，只需将其中 n2个进行排列（n2 < n1）。例如，我们有 n1台机器，但

只需完成 n2个任务。对于 n1 = 5;n2 = 3，(1;2;4)是一个部分排列。部分排列的

组合优化问题的数学形式为

min
X

J(Xjw); (1.4a)

s:t: X 2 f0;1gn1�n2 ; (1.4b)
n2

å
j=1

Xi; j � 1; 8i 2 f1;2; � � � ;n1g; (1.4c)

n1

å
i=1

Xi; j = 1; 8 j 2 f1;2; � � � ;n2g: (1.4d)

上述问题形式确保了矩阵 X的列元素到行元素的单一对应，但允许部分行元素
的空缺。

3）前 k个排列。从 n个候选自然数中选取 k个，也属于排列型组合优化问

题的范畴。例如，从 n位员工中选择 k位共同完成一项任务。前 k个排列的组合

优化问题的数学形式为

min
X

J(Xjw); (1.5a)

s:t: X 2 f0;1gn�2; (1.5b)
2

å
j=1

Xi; j = 1; 8i 2 f1;2; � � � ;ng; (1.5c)

n1

å
i=1

Xi;1 = k;
n1

å
i=1

Xi;2 = n� k: (1.5d)

上述问题形式确保了有且只有 k个元素出现在 X的第一列中。
基于上述定义，排列型组合优化问题的求解可以描述为：已知目标函数 J、

问题参数 w 和约束条件 C，输出最优的决策变量 X，并符合约束条件 X 2 C。

本文研究的排列型组合优化问题的机器学习方法构造了一个机器学习模型 f :

(J;w;C)!X，尽可能最优化目标函数 J(Xjw)。问题参数 w 可以是确定的，直接
由问题输入定义（此类问题称为纯优化问题，pure optimization problem）；w 也
可以是不确定的，来自其他机器学习模型的预测（此类问题称为联合预测-优化

5
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问题，joint predict-and-optimize problem，亦有学者称之为不确定条件下的决策问
题，decision-making under uncertainty）。

1.3 主要研究挑战

机器学习方法在处理排列型组合优化问题时，同时存在理论层面和技术层

面的挑战，能否妥善处理这些挑战深刻地影响着最终效果的优劣。具体地，作者

认为，将机器学习用于求解排列型组合优化时，需要解决以下挑战。

1）针对纯机器学习求解方法，如何设计神经网络求解器？作为一类组合优
化问题，排列天然具有离散的性质。但是，神经网络的输入、输出和中间层均具

有连续性。特别地，在训练过程中需要梯度进行反向传播，因此所有神经网络参

数都必须是连续的。如何设计神经网络求解器，在实现网络输出符合约束的同时

保留梯度？一种可行的策略是直接在离散域处理排列，利用强化学习方法估计策

略梯度，在允许离散输出的同时依然可以得到梯度进行训练。不过，根据机器学

习界的普遍共识，强化学习方法在样本效率、训练稳定性等方面存在缺陷。另一

种方法借鉴了经典优化领域的思路，将排列从离散域放松到连续域，进而使用神

经网络输出松弛问题在连续域的解。不过，松弛问题与原问题的近似程度很可能

不受控制，造成机器学习方法在原问题上的求解性能不佳。上述挑战还反映了神

经网络的黑箱特性，需要从理论、实践两方面解决。

2）针对融合传统算法的学习求解方法，如何设计可融合的范式？机器学习
方法在分类、回归等模式识别问题中表现更佳，传统算法擅长针对问题精确求

解。研究者们希望设计可融合的求解范式，同时具有机器学习的高性能和传统算

法的高精度。但是，处理具体问题时，通常需要面对专用的传统优化算法。由于

传统算法种类众多、细节各异，在具体设计融合框架时依然缺乏框架性的指导：

机器学习或传统算法谁应该占据主导地位、如何定位可用神经网络替换的传统

算法模块、如何设计高效的训练方法，都是亟待解决的科学问题。

3）针对所有机器学习方法，如何为 NP难的排列型组合优化设计训练方法？
除了少数属于 P问题的排列型组合优化（例如线性指派问题），多数排列型组合
优化问题属于 NP难问题。基于通常的假设 P 6=NP，NP难复杂性意味着无法在
多项式时间内精确求解。这一特点一方面造成了传统算法的瓶颈，给机器学习方

法留下了提升空间；另一方面也为机器学习的训练带来了障碍——由于无法通

过传统算法大量地获得最优解标签，简单且稳定的监督学习方法不再适用。因为

得不到大量监督标签，需要特别设计无监督或弱监督的学习框架。此外，排列型

组合优化本身的难度也对模型结构设计和模型容量提出了挑战——如何在有限

的计算资源下合理地设计模型结构、高效地建模问题特征，进而实现基于机器学

习的问题求解。
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独特挑战1：如何设计神经求解器？

独特挑战2：如何设计可融合范式？

3.2节：图嵌入化简问题并可微求解

3.3节：面向通用形式的可学习求解

3.4节：神经求解器的理论瓶颈分析

应用：图匹配求解
ICCV’19, TPAMI’20

纯
机
器
学
习
求
解

第
三
章 应用：通用二次指派求解

TPAMI’22

应用：基数约束优化求解
ICLR’23

4.2节：机器学习指导传统算法

4.3节：传统算法指导机器学习

4.4节：传统算法与机器学习对等

应用：图编辑距离求解
CVPR’21

应用：无监督图匹配学习
NeurIPS’20, TPAMI’23

应用：双层融合通用求解
NeurIPS’21
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合
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统
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法
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习
求
解

第
四
章

机器学习模型替
代传统算法

传统算法、机器
学习交互式提升
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求解技术

传统&融合
求解技术

第
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第
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章
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三大优势：可训练、
可并行、可微分

三大特点：更精细、
更可靠、更易学
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共同挑战3 ：如何设计训练方法？

更
开
放

更
易
用

图 1-3 本文的研究挑战和主要贡献总结。
Figure 1-3 Summary of challenges and main contributions of this thesis.

1.4 本文主要贡献

如图1-3所示，从传统求解器不可训练、不可并行、不可微分的缺陷出发，本
文的研究主要基于纯机器学习求解、融合传统算法学习求解这两种现有的方法

论[2]展开。通过机器学习模型替代传统算法，解决了传统求解器难训练、难并行、

难微分的缺陷，这也是纯机器学习方法突出的优势所在。通过传统算法和机器学

习交互式提升，解决了传统求解器难融合的缺陷，同时神经网络模块带来了可训

练、可并行的特性。与纯机器学习求解方法相比，融合方法具有更精细、更可靠、

更易学的三大特点。通过将上述研究中积累的求解技术进一步整合、二次开发，

形成了本文发布的开源求解框架。

作者认为，机器学习可训练、可微分、可并行的优势在纯机器学习求解算法

中表现得尤为突出。面向主要技术难点——如何为排列型组合优化问题的纯机

器学习求解方法设计神经求解器，同时考虑下游任务的实际挑战，本文在纯机器

学习求解方向有以下贡献：

Å 提出了首个面向图匹配求解的神经网络，利用图嵌入化简问题并可微求解。
图匹配问题是模式识别、数据挖掘等领域的基础性问题，其本质是一个 NP
难的排列型组合优化问题。本文首先设计了一种基于图嵌入的机器学习图

匹配算法，其中图嵌入算法由单个图的图内卷积和同时考虑两个图的跨图

卷积组成。通过图嵌入，图的结构信息被嵌入到了节点信息中，原本 NP
难的图匹配问题被化简为可在多项式时间内求解的线性指派。本文采用可
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微分的 Sinkhorn方法求解线性指派，并结合排列损失函数构成了一个端到
端、可微分的神经网络图匹配求解器。这是学术界首个面向图匹配求解的

神经网络方法。实验证明了图嵌入图匹配算法的高精度。

Å 提出了首个面向二次指派问题的神经网络，探索面向通用数学形式的可学
习求解。二次指派问题是图匹配在数学形式上的扩展，除了覆盖一般的图
匹配，还覆盖了布局规划、电路设计等运筹优化场景。作者发现，求解二次

指派问题等价于在一个“伴随图”上求解顶点分类。自然地，作者采用图神

经网络学习顶点分类，结合可微的 Sinkhorn算法对神经网络输出添加约束，
构造了首个直接求解二次指派问题的神经网络。实验结果证明了神经网络

求解器广泛、灵活的应用场景：与目前效果最好的预测网络结合，神经网

络求解器在图匹配场景达到了最高的匹配精度；在运筹优化问题中，神经

网络求解器在求解效率、求解效果两个方面超越了传统优化算法。

Å 提出了首个面向基数约束优化问题的神经网络，并分析了神经求解器的理
论瓶颈。作为一种常见的排列约束，基数约束的优化问题通常具有 NP难
的复杂性。在神经网络中引入基数约束并非易事，本文基于最优传输理论、

Sinkhorn算法和 Gumbel方法设计了一种可微分、可调控的基数约束网络
层。理论分析表明，本文提出的方法可以任意程度地逼近离散的基数约束；

作为对比，现有方法在最坏情况下无法逼近。在三个应用场景的实验表明，

本文的神经网络求解器性能与商用求解器相当，并且具有处理联合预测-优
化问题的能力。

作者认为，融合传统算法的排列型组合优化学习方法与纯机器学习方法相比具

有三大特点：更精细、更可靠、更易学。更精细体现在算法框架需要对具体问题

针对性设计，对设计者要求更高；更可靠体现在传统算法能够提供性能兜底，避

免神经网络退化；更易学体现在神经网络的专才专用，只需学习某个具体模块。

特别地，面向融合方法的主要技术难点——如何设计融合范式，本文有以下贡

献：

Å 机器学习指导传统算法，在经典的 A*树搜索中融合深度学习以实现提速。
图编辑距离是一种常用的图结构度量，计算图编辑距离需要求解排列型组

合优化。从图编辑距离的经典求解算法——A*树搜索算法出发，本文利用
神经网络预测模块替代传统的人工启发式预测。本文提出的神经网络预测

更加精确，同时增加了对搜索树的剪枝频率。实验结果表明，将神经网络

模块融合进 A*树搜索算法可以显著降低图编辑距离求解的计算开销，同
时求解的精度损失几乎可以忽略不计。

Å 传统算法指导机器学习，在深度图匹配中融合传统图匹配求解器以实现无
监督预训练。以传统的监督学习方式训练图匹配神经网络需要大量的、昂
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贵的节点级标注，导致图匹配方法的应用范围受限。本文遵循计算机视觉

领域无监督学习的研究脉络，在深度图匹配网络中融合传统图匹配求解器，

提出了一种“差异最小化”的无监督学习框架：在训练过程中，通过将神

经网络分支与传统求解器分支的的输出差异最小化，实现图匹配神经网络

的无监督预训练。实验结果证明了传统算法与神经网络融合可以组成强大

的无监督学习框架。

Å 传统算法与机器学习对等融合，将启发式求解器嵌入双层优化的强化学习
框架以提升求解精度。常见的组合优化问题通常存在一系列高效的启发式
求解器，能够在短时间内获得较高质量的解。但是，即使实际情况允许求

解器利用更多的求解时间，启发式求解器通常很难获得更好的解。本文提

出一种融合机器学习的双层优化框架，上层优化采用强化学习模型优化问

题结构，下层优化采用传统的启发式求解器进行高效求解。在图编辑距离、

汉密尔顿回路、计算任务调度等排列型组合优化问题上，该融合框架的效

果超越了单独的强化学习模型或启发式求解器。

在前述研究中，作者积累了大量的求解技术，包括传统求解算法和最新的机器学

习求解方法。注意到目前的排列型组合优化问题缺乏高质量、应用范围广的开源

求解框架，作者将积累的技术整合、扩展后，形成了本文在排列型组合优化求解

开源方面的贡献：

Å 开发了面向下游应用的图匹配通用算法库 pygmtools，方便开发者快速、高
效的跨平台部署。针对图匹配问题的算法研究已经持续了二十余年，但是，
国际上仍缺乏一个通用的求解框架。本文作者开发的 pygmtools通过一套
统一的编程接口，支持线性匹配、二图匹配、多图匹配、神经图匹配等成

熟的图匹配算法在不同开源框架和不同计算设备上的开发和部署。

Å 开发了面向科研的深度学习排列型组合优化系统 ThinkMatch，方便研究
人员快速试错和模型迭代。为了促进国内外科研社区对排列型组合优化问
题，尤其是图匹配和二次指派问题的研究，本文作者开发的 ThinkMatch系
统涵盖了国际上最新的研究进展，提供了 8 个最先进的神经网络模型、4
种常见实验配置和 6个基准数据集的训练测试接口。ThinkMatch还提供了
研究所需的训练可视化、日志文件、数据集预处理、模型文件存取等功能，

支持灵活的配置文件设置和参数调整，已经成为了国际上开展排列型组合

优化相关研究的基准框架之一。

Å 开发了面向国内自主研发的深度学习框架“计图”的图匹配框架，实现与
计图的相互赋能。计图是清华大学图形学实验室开发的深度学习与科学计
算框架，保留了用户友好的编程接口同时支持更高效的动态编译。本文作
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者基于计图算子开发的图匹配框架一方面提升了算法的求解效率，另一方

面也拓展了计图框架的应用场景。

1.5 本文组织结构

本文内容按照以下结构展开：

第一章首先阐述了本文的研究内容、研究重点以及应用背景，包括排列型组

合优化问题的定义、相关方法的应用场景以及在排列型组合优化中引入机器学

习的意义。同时给出了排列型组合优化问题的数学形式，罗列了研究挑战，给出

了本文的主要创新点和贡献点。本文主要从机器学习的视角出发，重点关注求解

排列型组合问题的过程中遇到的机器学习挑战。本章为阐述具体研究内容的后

续章节做了铺垫，使得读者对本文在排列型组合优化和机器学习领域的贡献有

了整体认识。

第二章对排列型组合优化的机器学习求解方法开展了文献综述，从传统算

法到最新的机器学习算法和开源框架，总结了该领域研究现状，回顾了研究进

展。本章旨在使读者了解现有研究中的优势与不足，与后续章节的技术讨论形成

呼应。

第三章面向纯机器学习的排列型组合优化求解方法，首先从图匹配问题出

发，提出了一种基于图嵌入算法的图匹配求解网络，其中图嵌入将原先 NP难的
问题简化为容易求解的线性指派问题。扩展到更一般的二次指派问题，继续提出

将二次指派问题视作等价的图结构，通过图神经网络求解顶点分类实现对二次

指派问题的学习求解。最后讨论了基数约束优化问题，从理论层面证明了在神经

网络中处理基数约束的可行性，并提出了一种可微分、可调控的基数约束网络

层，能够任意程度地逼近离散的基数约束。本章从理论和实验两方面证明了纯机

器学习的求解方法在排列型组合优化问题上可微分、可并行、可训练的优势。

第四章面向融合传统算法的排列型组合优化学习求解方法，首先验证了机

器学习指导传统算法的可行性，深度学习可以在经典的 A*树搜索算法中替代传
统启发式，通过更准确的路径预测和更激进的剪枝策略提升搜索效率。在另一个

角度，传统算法也可以指导神经网络，通过“差异最小化”的框架指导深度图匹

配模型实现无监督预训练。最后，本章提出了机器学习与传统算法的双层优化融

合范式，在实验效果上分别超越了单独的机器学习模型以及单独的传统算法。本

章从实验上证明了将传统算法与机器学习融合的优越性，并且面向具体问题场

景提出了 3种新的融合方式，丰富了方法论，验证了融合方法更精细、更可靠、
更易学的特点。

第五章讨论排列型组合问题的开源框架，分别介绍了面向图匹配应用的算

法库 pygmtools、面向排列型组合优化领域科研人员的 ThinkMatch以及面向国内
自主研发的深度学习框架“计图”的图匹配求解器。通过开源工作，作者一方面
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希望回馈曾经给予作者无私帮助的开源社区，另一方面也希望促进相关领域的

科研和应用。

第六章总结了本文贡献，并讨论了后续研究方向。

11



上海交通大学学位论文 第一章 绪论

12



上海交通大学学位论文 第二章 排列型组合优化求解文献综述

第二章 排列型组合优化求解文献综述

排列型组合优化问题具有深刻的科学价值和现实意义，在过去的数十年内受到

了数学、运筹学、计算机科学等学科的广泛关注。特别是近几年，与机器学习

结合的排列型组合优化求解方法频繁发表于国际机器学习大会 International Con-
ference on Machine Learning (ICML)、神经信息处理大会 Neural Information Pro-
cessing System (NeurIPS)、国际表征学习大会 International Conference on Learning
Representations (ICLR)、模式识别与计算机视觉大会 Computer Vision and Pattern
Recognition (CVPR)等机器学习、人工智能领域的顶级会议，以及 IEEE会刊模
式分析和机器智能 IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence
(TPAMI)等顶级期刊中。本章首先总结了近 10年排列型组合优化的方法论，特
别是机器学习方法在该类问题的进展，随后根据具体问题讨论方法的发展脉络，

最后讨论排列型组合优化的开源求解框架。

2.1 排列型组合优化的方法论

本节分别对机器学习时代之前的传统求解算法、基于纯机器学习的方法、融

合传统算法的学习方法进行讨论。

2.1.1 传统求解算法

对排列型组合优化问题持续数十年的研究已经形成了许多成熟的求解方法，

包括整数规划求解、连续松弛求解、启发式方法、元启发式方法等。传统算法的

一大优势是无需训练，一旦开发完成即可直接用于任意同类型问题的求解。这些

传统算法由研究人员手工设计、调参，凝聚了研究人员对问题结构和数据分布的

深刻理解，通常具有较优秀的求解性能。

整数规划是求解组合优化问题（特别是线性目标函数的组合优化问题）的

通用方法。整数规划方法广泛存在于上世纪 80-90 年代的排列型组合优化研究
中[27-29]。通过对所有变量和约束条件构造一棵分支定界（branch-and-bound）搜
索树，整数规划方法在整个可行域中寻找组合优化问题的最优解。其中，分支策

略决定了搜索方向，定界方法通过在每个节点计算目标函数的下界实现搜索树

的剪枝（假设求解的是最小化问题）。虽然分支定界的基本原理是简单的树搜索，

但是一个高效的求解器内部有非常复杂的实现细节，其求解效率严重依赖于预

求解、分支策略等专家知识。所幸，目前市面上已有多个整数规划求解器可供直

接调用，包括开源的 SCIP[30]和商用求解器 Gurobi[31]。在实际求解时，首先将问
题进行数学建模，随后直接调用现有的求解器即可。整数规划的优点是可以保证

输出问题的最优解，但是由于问题本身的 NP难复杂性，整数规划方法通常耗时
较长。
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�¨
���	“	t�m�3�Æ�ª�

Ø�E�» ���›�À�» ���›���„�m�=�3�Æ�ª�

Ø�E�» �����›���b���¿

�3�Æ�¥�+�˜	V�[�9
Ø�B�ñ�M
»��	��”�

Ø�E�» �����›�����É�7�Y�V �6�L�Q�N�K�R�U�Q
Ø�E�¤

�ž�B�ñ
 
Û��	��” Ŝ�
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